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1 EinleitungZu den vornehmsten Aufgaben der statistischen Physik z�ahlt die Aufkl�arungdes Phasenverhaltens von Vielteilchensystemen. F�ur das Verst�andnis des Ver-haltens kondensierter Materie ist es von fundamentaler Bedeutung zu wis-sen, welche Phasen in einem System �uberhaupt auftreten k�onnen, wie sie zucharakterisieren sind, und unter welchen Bedingungen verschiedene Phasenstabil sind. Dies ist zun�achst die einfachste Fragestellung, da sie ausschlie�-lich Konzepte der statistischen Physik des Gleichgewichts verwendet. Ohnedieses grundlegende Verst�andnis ist es in vielen F�allen praktisch unm�oglich,Aussagen zum Verhalten unter Bedingungen des Nichtgleichgewichts zu tref-fen, wenn auch letzteres aus Sicht der praktischen Anwendung oftmals weitrelevanter ist | die wenigsten Substanzen des t�aglichen Lebens be�nden sichja im thermischen Gleichgewicht.Zun�achst ist ein qualitatives Verst�andnis bedeutsam. Der erste und be-deutsamste Schritt ist die konzeptionelle Charakterisierung der Phasen, die�uberhaupt nur als solche de�nierbar sind, wenn es mindestens zwei von ihnengibt. Man untersucht dann entweder eine typische Kenngr�o�e, die an der Pha-sengrenzlinie einen Sprung macht (so etwa die Dichte beim �Ubergang ersterOrdnung von der F�ussigkeit zum Gas), oder einen sog. \Ordnungsparameter"[1], der per de�nitionem in der einen Phase identisch verschwindet, und in deranderen Phase einen von Null verschiedenen Wert annimmt (hierbei kann derOrdnungsparameter beim �Ubergang singul�ar anwachsen | Phasen�ubergangzweiter Ordnung wie etwa im Ising{Ferromagneten, oder ebenfalls springen| Phasen�ubergang erster Ordnung wie etwa der �Ubergang isotrop / nema-tisch).Insbesondere bei komplizierteren Systemen ist die Identi�kation des Ord-nungsparameters nicht v�ollig trivial. Symmetriebetrachtungen spielen hiereine zentrale Rolle. Der Gewinn ist jedoch enorm, da dann die zugeh�origeLandau{Theorie aufgeschrieben werden kann, deren Analyse oftmals direktzeigt, ob ein �Ubergang erster oder zweiter Ordnung zu erwarten ist. In letzte-rem Fall wei� man dann auch noch die Universalit�atsklasse, bzw. man wei�,ob das System bez�uglich seines kritischen Verhaltens isomorph zu einem be-reits behandelten Fall ist: In der N�ahe des kritischen Punktes w�achst die Kor-relationsl�ange �uber alle Grenzen, so da� das Verhalten dort (also insbesonderedie Exponenten) nur von der Natur der langwelligen Fluktuationen abh�angt,die typischerweise �uber den Landau{Ginzburg{Wilson(LGW){Hamiltonianbeschrieben werden [2{4]. Zwei Systeme mit dem gleichen LGW{Hamiltonian1



m�ussen damit identische Fluktuationen, d. h. die gleichen Exponenten auf-weisen, so da� oftmals eine Abbildung auf bereits studierte Systeme gelingt.Allgemein bekannt ist die Tatsache, da� die einfache Landau{Theoriein der Regel falsche Vorhersagen �uber die Werte der kritischen Exponen-ten macht, da sie die Fluktuationen des Ordnungsparameters nicht konsi-stent mitnimmt. Es gibt jedoch noch weit dramatischere F�alle, wo selbst dieVorhersage der Ordnung des �Ubergangs falsch ist. In dieser Arbeit werdenkonkret derartige Beispiele auftreten. Diesen M�angeln der Landau{Theoriewei� die statistische Physik heute erfolgreich zu begegnen. Auf der analyti-schen Seite sind hier vor allem feldtheoretische Methoden zu nennen [2, 3],w�ahrend seitens der Numerik vor allem Transfermatrix{Rechnungen (f�urzweidimensionale Systeme), Hochtemperatur{Entwicklungen, sowie Compu-tersimulationen (also Monte{Carlo{ und Molekulardynamik{ und verwandteMethoden) verwendet werden. Letztere haben immer mehr an Bedeutung ge-wonnen, da sie konzeptionell relativ einfach sind, und an Genauigkeit heutegleichwertig, zum Teil sogar �uberlegen sind. Zudem handelt es sich um Stan-dardverfahren, die quasi{universell einsetzbar sind, da ihre Anwendbarkeitnur sehr gering von der Natur der Freiheitsgrade (also z. B. kontinuierlichvs. diskret, etc.) abh�angt. Allerdings lassen sich oftmals dramatische Ver-besserungen im Konvergenzvehalten erzielen, wenn mit gezielten Tricks aufdie Natur der simulierten Freiheitsgrade und ihrer Fluktuationen R�ucksichtgenommen wird, wie etwa im Fall von Cluster{Algorithmen [5] oder demPivot{Algorithmus [6].Au�erdem ist man aus Sicht der Materialwissenschaft auch an einer quan-titativen Analyse des Phasenverhaltens konkreter Substanzen interessiert.Hierf�ur ist es notwendig, relativ komplizierte Hamiltonians zu studieren. Andieser Stelle zeigt sich klar die �Uberlegenheit von Simulationen. Allerdingswerden diese nur selten von Erfolg gekr�ont sein, wenn nicht zugleich eingrundlegendes Verst�andnis der Ph�anomene gewonnen wurde.Die vorliegende Arbeit pr�asentiert einige Beitr�age zu Computersimula-tionen des Phasenverhaltens verschiedener Systeme. Es handelt sich hierbeidurchweg um Systeme, die noch einfach genug sind, da� eine voll{quantitativeAnalyse m�oglich ist. Auf der anderen Seite weisen sie jedoch so viel Kom-plexit�at auf, da� ihre grundlegende Physik nicht bereits vorab als v�ollig ge-kl�art gelten konnte. Vielmehr geht es um eine Kombination von quantitativerAnalyse mit theoretischer Einsicht. Die folgenden Kapitel sollen einen kurzeninhaltlichen �Uberblick �uber diese Arbeiten geben. Zu einem Themenkomplex(den elastischen Gittergasen) wird der theoretische Hintergrund noch in ei-2



nem ausf�uhrlichen Anhang erl�autert.2 Allgemeines zur Simulation von Pha-sen�uberg�angenDie Methodologie der Analyse von Phasen�uberg�angen mittels Monte{Carlo{Simulation ist heutzutage recht weit gediehen. Bei Phasen�uberg�angen (stark)erster Ordnung wird immer noch die �alteste Methode mit gro�em Erfolg an-gewandt: Man generiert Daten in beiden Phasen f�ur ein gro�es System, undbetrachtet die Hysterese einer thermodynamisch extensiven Observablen alsFunktion des Kontrollparameters, der thermodynamisch intensiv und (idea-lerweise) zu der Observablen thermodynamisch konjugiert sein sollte. Vor-aussetzung hierf�ur ist die Benutzung des geeigneten Ensembles, in dem dieintensive Variable festgehalten wird. Au�erdem mu� das System so gro� sein,da� das \Springen" von einer Phase in die andere und zur�uck wirksam vermie-den wird: F�ur ein gro�es System ist der Zwischenzustand, den die Simulationbei einem solchen \Springen" durchlaufen m�u�te, einer mit einer Grenz
�ache,die viel freie Energie kostet, und folglich bei kurzen L�aufen nicht beobachtetwird. Man kann dann die �Aste der freien Energie bis in die jeweiligen meta-stabilen Bereiche hinein durch thermodynamische Integration gewinnen; derSchnittpunkt dieser �Aste liefert den �Ubergangspunkt.Bei Phasen�uberg�angen zweiter Ordnung werden die Singularit�aten in denthermodynamischen Funktionen durch die endliche Systemgr�o�e abgerundet.Die Philosophie des \�nite size scaling", die sich als der bei weitem erfolg-reichste Ansatz zur Analyse von �Uberg�angen zweiter Ordnung erwiesen hat,besteht darin, diese Abrundungen nicht etwa als einen systematischen Feh-ler unterdr�ucken zu wollen, sondern vielmehr die Systematik des Abrundensselbst zur pr�azisen Analyse des Verhaltens zu nutzen. Hinter dieser Methodesteht das Konzept der Skaleninvarianz, das besagt, da� im kritischen Bereichkeine relevante L�angenskala existiert au�er der Korrelationsl�ange und derSystemgr�o�e (bzw. noch einer \thermodynamischen L�ange" f�ur Mean{Field{�Uberg�ange, die die Hyperskalenrelation verletzen). Damit wird das Systemdurch eine doppelte Skalentransformation, die einerseits die Systemgr�o�e umeinen bestimmten Faktor �andert, andererseits die Korrelationsl�ange um den-selben Faktor (durch Variation des Abstands vom kritischen Punkt), im we-sentlichen in sich selbst �uberf�uhrt. 3



Dies f�uhrt direkt auf Skalenrelationen f�ur Observable bzw. Verteilungenvon Observablen. Diese wiederum erlauben die sehr genaue Bestimmungsowohl der Lage des kritischen Punktes als auch der kritischen Exponen-ten. Entscheidend ist hierbei jedoch, da� Daten hinreichender Qualit�at zurVerf�ugung stehen. Zum einen sind hier schnelle Simulationsalgorithmen zunennen (insbesondere Clusteralgorithmen und dergleichen [5]), die durch kol-lektive \updates" die kritische Verlangsamung umgehen, zum anderen aberauch die Histogramm{Extrapolation, die es erm�oglicht, von Daten eines si-mulierten Zustandspunktes auf Gr�o�en bei einem nicht simulierten Zustand-spunkt zu schlie�en, sofern dieser nur nahe genug liegt. Damit k�onnen z. B.Maxima in Zustandsfunktionen sehr genau bestimmt werden.In den letzten Jahren sind \�nite size scaling"{Methoden immer h�au�-ger auch zur Analyse von �Uberg�angen erster Ordnung angewandt worden.Hier beruht aber die Systemgr�o�enabh�angigkeit nicht auf Skaleninvarianz,sondern auf gew�ohnlichen Gau�schen Fluktuationen in den koexistierendenPhasen. Das \Springen" ist jetzt erw�unscht und wird oftmals durch nicht{Boltzmann{\sampling" unterst�utzt: Im sogenannten \multikanonischen En-semble" z. B. werden Vorwichtungsfaktoren eingef�uhrt, die die eigentlichung�unstigen Zwischenzust�ande gezielt beg�unstigen. Damit ist der kinetischePfad von der einen Phase in die andere geebnet; au�erdem erh�alt man ge-naue statistische Information �uber die Zwischenzust�ande, was z. B. zur Be-stimmung der Grenz
�achenspannung ausgenutzt werden kann. Das Resul-tat einer solchen Simulation ist dann eine zweigip
ige Verteilung etwa desOrdnungsparameters an verschiedenen Zustandspunkten. Wiederum durchHistogramm{Umwichtung kann dann auch auf die Verteilung an anderen Zu-standspunkten geschlossen werden. Man kann somit Momente der Verteilungals Funktion des Kontrollparameters bestimmen, und daraus R�uckschl�usseauf den �Ubergangspunkt ziehen, oder aber direkt als Kriterium f�ur Phasen-koexistenz fordern, da� beide Phasen gleich wahrscheinlich sein m�ussen. DieWahrscheinlichkeit f�ur eine Phase aber l�a�t sich direkt als die Fl�ache unterdem zugeh�origen Peak bestimmen.Dieser gesamte Themenkomplex ist ausf�uhrlich in Publikation Nr. 1 be-handelt worden. Es handelt sich hierbei um den Beitrag des Verfassers f�ureine internationale Ferienschule, in welchem der Versuch unternommen wird,sowohl den formalen Apparat zu \�nite size scaling" und den Umwichtungs-methoden (sowie einigen verwandten Themen) zu entwickeln, als auch diepraktischen Probleme zu erl�autern. F�ur weitere Details sei der Leser deshalbhierauf verwiesen. 4



3 GittergaseDas Standard{Gittergas{Modell weist jedem Gitterplatz eines regul�aren Git-ters eine bin�are Variable zu, also etwa besetzt / unbesetzt, A{Atom / B{Atom, Spin up / Spin down, etc. Die durchsichtigste Darstellung, die dieSymmetrien am klarsten zum Ausdruck bringt, erh�alt man �uber Pseudo-spins Si = �1, wo +1 die eine und �1 die andere M�oglichkeit bezeichnet.F�ur ein Paar von Gitterpl�atzen ij gibt es dann drei verschiedene M�oglichkei-ten | die Pl�atze k�onnen verschieden besetzt sein, oder auf zwei verschiedeneWeisen identisch. Bezeichnet man die zugeh�origen Wechselwirkungsenergienmit vAB; vAA; vBB, so sieht man, da� die Energie der Bindung gegeben ist�uber Hij = 14 (1 + Si + Sj + SiSj) vAA (3.1)+ 14 (1� Si � Sj + SiSj) vBB+ 12 (1� SiSj) vAB:Damit liegt ein gew�ohnliches Ising{Modell vor. Es lassen sich auchDreik�orper{, Vierk�orper{, etc. Wechselwirkungen einf�uhren; diese erscheinendann im Hamiltonian �uber Terme SiSjSk, SiSjSkSl etc.. Interessant wird einsolches System, wenn Wechselwirkungsparameter antiferromagnetische Na-tur haben; hier k�onnen dann geordnete �Uberstrukturen auftreten. Zudemk�onnen Phasen auftreten, deren Symmetrie nicht mehr �uber einen skala-ren Ordnungsparameter beschrieben werden kann. In diesem Fall bekommtman neue Universalit�atsklassen anstelle von der des ferromagnetischen Ising{Modells, z. B. XY{Modell mit kubischer Anisotropie, Heisenberg{Modell mitkubischer Anisotropie. Typischerweise untersucht man das Phasendiagrammsolcher Systeme in der Ebene (T;H) (Temperatur / Feld, wobei das Feld line-ar an die Gesamtmagnetisierung ankoppelt, was im Falle einer adsorbiertenSchicht bzw. einer Legierung interpretiert wird als ein chemisches Potentialbzw. eine chemische Potentialdi�erenz).Die Symmetrie von geordneten Phasen l�a�t sich ganz allgemein anhanddes folgenden Verfahrens analysieren: Zun�achst wird das gesamte Gitter inhinreichend viele (im Falle der vorgestellten Publikationen: zwei bzw. vier)Untergitter zerlegt, und jedem Untergitter wird eine Untergittermagnetisie-rung m� zugewiesen. Die Phasen werden dann de�niert �uber die Antwort auf5



die Frage, welche von den Untergittern identische Magnetisierung haben. Esgibt immer eine ungeordnete Hochtemperaturphase, in der alle Untergitter-magnetisierungen identisch sind. Nun wird die Raumgruppe des Gitters (alsodie m�oglichen Translationen, Drehungen und Spiegelungen) betrachtet, diedann bestimmte Permutationen der Untergitter induziert. Man erh�alt damitim Raum der Untergittermagnetisierungen eine (relativ kleine) Gruppe vonPermutationsmatrizen. In diesem Raum sucht man dann irreduzible Dar-stellungen, indem man Unterr�aume bestimmt, die unter der ganzen Gruppeinvariant sind. Ein trivialer Unterraum ist der von dem Vektor (1; 1; : : : ; 1)aufgespannte, da dieser Vektor ja von jeder beliebigen Permutation in sich�ubergef�uhrt wird. Man kann damit die Suche auf den Orthogonalraum hierzubeschr�anken, der gegeben ist durch P�m� = 0.Im Falle der Publikation Nr. 6 wird das Quadratgitter in zwei Untergitterzerlegt, die jeweils durch �ubern�achste{Nachbar{Bindungen verbunden sind.Damit ist der Orthogonalraum eindimensional, und entspricht der \staggeredmagnetization" mst = ma �mb: (3.2)Es liegt hier also mit mst ein Ising{artiger skalarer Ordnungsparameter vor,der die geordnete c(2� 2){Struktur beschreibt. Im reinen Gittergas{Fall er-wartet man somit kritisches Verhalten gem�a� der zweidimensionalen Ising{Universalit�atsklasse. Tats�achlich wird oberhalb der trikritischen Punkte die-ses Verhalten in der Simulation beobachtet, was aber in diesem Fall nichtv�ollig trivial ist, da zus�atzlich noch translatorische Freiheitsgrade in demModell betrachtet werden. Dies soll weiter unten noch genauer diskutiertwerden.In den Publikationen Nr. 2 und 3 handelt es sich um vier Untergitter.Damit entspricht der dreidimensionale Orthogonalraum den Linearkombina-tionen  1 = ma �mb +mc �md 2 = ma +mb �mc �md (3.3) 3 = �ma +mb +mc �md:(Man beachte, da� in den beiden Publikationen eine leicht unterschiedlicheNotation gew�ahlt wird.) Allerdings ist die zugrundeliegende Symmetrie un-terschiedlich, was (abgesehen von der unterschiedlichen Dimensionalit�at derSysteme) zu g�anzlich unterschiedlichem Verhalten f�uhrt. Im Folgenden solldies genauer diskutiert werden. Es wird gezeigt, wie die Symmetrie{Analyse6



bereits weitgehend das Phasenverhalten erkl�art, und wie Simulationen diesesBild best�atigen bzw. verfeinern.Im Falle von Publikation 2 handelt es sich um das antiferromagneti-sche Ising{Modell mit n�achster{Nachbar{Wechselwirkung auf dem kubisch{
�achenzentrierten Gitter, das zur Beschreibung der geordneten Phasen in viereinfach{kubische Untergitter zerlegt wurde. Man kann sich leicht davon �uber-zeugen, da� hier die kubische Symmetriegruppe jede beliebige Permutationvon Untergittern generieren kann, sowie, da� nur der dreidimensionale Unter-raum als Ganzes invariant bleibt. In diesem Fall liegt also ein genuin dreidi-mensionaler Ordnungsparameter vor. Weiterhin sind die beiden geordnetenPhasen gekennzeichnet durch zwei unterschiedliche Untergittermagnetisie-rungen, die sich in der AB{Phase auf zwei und zwei Untergitter, in der A3B{Phase auf ein und drei Untergitter verteilen. Im Ordnungsparameterraumentsprechen die sechs �aquivalenten Zust�ande der AB{Phase den Vektoren(� ; 0; 0), (0;� ; 0), (0; 0;� ), und damit einem Heisenberg{Modell mit ku-bischer Anisotropie. Analog ist die A3B{Phase gekennzeichnet durch die vierVektoren ~	 = ( ;  ;  ), ( ;� ;� ), (� ;  ;� ) und (� ;� ;  ) (Eckeneines regul�aren Tetraeders), was einem vier{Zustands{Potts{Modell ent-spricht: F�ur die vier Vektoren ~	i gilt ja gerade ~	i �~	j = � 2(1��ij)+3 2�ij,also bis auf Normierung genau der Potts{Hamiltonian �ij. Aus diesem Grundwei� man bereits aus der Theorie f�ur diese Modelle, da� der Phasen�ubergangin die ungeordnete Phase in beiden F�allen erster Ordnung sein mu�, was auchdurch die Simulation (Hysterese{Schleifen gro�er Systeme) best�atigt wird.Weiterhin stellt sich heraus, da� der Tripelpunkt bei endlicher Tempera-tur liegt, und es also bei tiefen Temperaturen eine Koexistenzlinie zwischenden beiden geordneten Phasen gibt. Nach Symmetrieanalyse sollte dieser�Ubergang dann ebenfalls erster Ordnung sein | das Oktaeder der AB{Phasel�a�t sich nicht kontinuierlich in das Tetraeder der A3B{Phase �uberf�uhren.Dieses Ergebnis steht im Gegensatz zu einer �alteren Simulation, die zu demErgebnis gekommen war, der Tripelpunkt liege vermutlich bei T = 0, so da�keine Koexistenzlinie zwischen den geordneten Phasen existiere. Ebenfallskonnte die von Cluster{Variations{Rechnungen behauptete Stabilit�at einerweiteren Phase von noch geringerer Symmetrie widerlegt werden. Simulatio-nen dieses Modells sind sehr schwierig, da die Grundzust�ande aufgrund derFrustration hochgradig entartet sind; bei T = 0 tritt nur zweidimensionaleOrdnung auf. Erst bei endlichen Temperaturen werden die dreidimensiona-len geordneten Phasen entropisch stabilisiert (im wesentlichen aufgrund einer7



erh�ohten Zahl von tie
iegenden Anregungszust�anden). Dies bedeutet aber,da� die Grenz
�achenspannung zwischen den �aquivalenten Zust�anden (alsoDom�anen) f�ur T ! 0 nach Null tendiert. Damit sind die Systeme extremanf�allig f�ur Antiphasendom�anen, die nur durch Simulation eines hinreichendgro�en Systems (in der Arbeit ca. 106 Spins) unterdr�uckt werden k�onnen. Daswichtigste Ergebnis ist jedoch, da� die Spr�unge, die mit den �Uberg�angen er-ster Ordnung assoziiert sind, bei Ann�aherung an den Tripelpunkt gegen Nulltendieren, so da�, im Rahmen der numerischen Genauigkeit, dieser Punktals ein multikritischer Punkt zu interpretieren ist, dessen Natur noch nichtrichtig verstanden ist. Der Versuch, ein derartiges Verhalten mittels einereinfachen Landau{Theorie zu beschreiben, scheitert: Hier erh�alt man stetseinen gew�ohnlichen Tripelpunkt. Allerdings ist dieses Ergebnis nicht allzuverwunderlich. Nach Landau{Theorie w�are z. B. der �Ubergang AB { unge-ordnet von zweiter Ordnung, w�ahrend in Wirklichkeit die Fluktuationen zueinem �Ubergang erster Ordnung f�uhren. Zwar wurde in Arbeit Nr. 2 versucht,dieses Verhalten �uber geeignet gew�ahlte Koe�zienten vierter und sechsterOrdnung von Hand einzubauen; es mu� aber stark bezweifelt werden, da�dies auf eine konsistente Theorie f�uhrt. Zur Erkl�arung des multikritischenCharakters des Tripelpunkts mu� wohl die Renormierungsgruppen{Theorieherangezogen werden. Ansonsten l�a�t sich lediglich spekulieren, da� das Ver-halten etwas damit zu tun haben k�onnte, da� auf der Koexistenzlinie AB {A3B insgesamt zehn Zust�ande im Ordnungsparameterraum gleichberechtigtsind, und somit Fluktuationen erm�oglicht werden, die das normale Verhal-ten erster Ordnung am Tripelpunkt \ausschmieren". Jedenfalls tritt in demModell, das in der Ver�o�entlichung Nr. 3 studiert wird, ein analoger E�ektauf; davon soll im Folgenden die Rede sein.In Publikation Nr. 3 wird ein Gittergas mit Zwei{ und Dreik�orper{Wechselwirkungen auf dem zentrierten Rechteckgitter studiert, dessenWechselwirkungsparameter an das System Sauersto� adsorbiert auf Mo-lybd�an angepa�t wurden. Bei einer Reichweite der Wechselwirkung biszum f�unfn�achsten Nachbarn sind eine ganze Reihe von geordneten Grund-zust�anden m�oglich, siehe Fig. 2 in Arbeit 3. F�ur den betrachteten Satz Para-meter sind aber nur die Phasen (1� 1) (also die ungeordnete Phase), (2� 1)und p(2� 2) (siehe Fig. 2 in Arbeit 3) stabil. Diese k�onnen durch eine Zerle-gung des Gitters in vier Untergitter beschrieben werden (siehe Fig. 1 in Ar-beit 3). Man stellt jetzt fest, da� die Raumgruppe lediglich acht Untergitter{Permutationen generiert. Die Darstellung ist jetzt reduzibel;  1 (siehe Gl. 3.3)wird stets in sich oder sein Negatives �uberf�uhrt und stellt somit einen eindi-8



mensionalen Ising{artigen Ordnungsparameter dar. Der Raum der ( 2;  3)ist hingegen irreduzibel; hier haben wir es also mit einem zweidimensionalen,XY{artigen Ordnungsparameter zu tun.Damit ist die (2 � 1){Phase charakterisiert durch  1 = 0 sowie vierVektoren im Raum ( 2;  3), n�amlich (� ; 0), (0;� ). Der zugeh�orige Pha-sen�ubergang zweiter Ordnung geh�ort dann zur Klasse des zweidimensionalenXY{Modells mit kubischer Anisotropie, f�ur welches bekannt ist, da� es nich-tuniverselles Verhalten zeigt, also Exponenten, die kontinuierlich entlang der�Ubergangslinie variieren. Analog �ndet man f�ur die p(2 � 2){Phase  1 6= 0sowie im ( 2;  3){Raum die vier Vektoren (� ;� ). Naiv w�urde man nuneinen Phasen�ubergang erster Ordnung erwarten, da ja zwei Ordnungspa-rameter, die zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen geh�oren, zugleichordnen. Dem ist aber nicht so, da der Ising{Ordnungsparameter stark anden XY{artigen gekoppelt ist: Aufsuchen der invarianten Polynome (also al-ler Terme, die unter der achtelementigen Permutationsgruppe invariant sind)liefert die Landau{EntwicklungF = F0 + a 21 + b( 22 +  23) + c 1 2 3+ d 41 + e( 22 +  23)2 + f 22 23 + g 21( 22 +  23); (3.4)wie dies in der Arbeit 3 �uber Taylor{Entwicklung der Mean{Field freienEnergie gezeigt wird (dies ist ein Alternativzugang zu den Symmetrie{�Uber-legungen, der jedoch die gleichen Resultate liefert). Die Kopplung ist direktersichtlich an dem Term dritter Ordnung  1 2 3. Nun ist im Rahmen derLandau{Theorie der kritische Punkt gerade gekennzeichnet durch das Ver-schwinden des Koe�zienten des Terms zweiter Ordnung. Man kann also einenkritischen Punkt durch a = 0 oder b = 0 erhalten. Im ersteren Fall baut  1kritische Fluktuationen auf, an welche  2 und  3 �uber den Term dritter Ord-nung ankoppeln. Da aber hier noch b > 0 und in diesem Bereich jc 1j � b gel-ten mu�, ist es klar, da� der Kopplungsterm nicht ausreicht, um die von demTerm / b bevorzugte Kon�guration  2 =  3 = 0 zu st�oren. Man erh�alt somitin diesem Fall einen Ising{artigen �Ubergang, aber nicht in die p(2�2){Phase.Andererseits baut beim Verschwinden von b der XY{artige Ordnungspara-meter kritische Fluktuationen auf, an die  1 ankoppelt. Diese Kopplung istlinear in  1 und �uberwiegt folglich �uber die quadratische Kopplung / a > 0.Damit ordnet auch  1 als sekund�arer oder parasit�arer Ordnungsparameterals Antwort auf das \Feld"  2 3.  1 zeigt dann Gau�'sche Fluktuationen umden Momentanwert von q 2 3, wo q eine geeignete \Suszeptibilit�at" ist. Wei-terhin ist hieraus ersichtlich, da� der Ordnungsparameter{Exponent f�ur  19



gegeben ist durch �1 = 2�, wo � das Verhalten des XY{Ordnungsparameterscharakterisiert. In der Arbeit ist im einzelnen ausgef�uhrt, wie diese �Uber-legungen in die Standardtheorie des \�nite size scaling" eingebaut werdenk�onnen. F�ur diesen Phasen�ubergang liegt ebenfalls die Universalit�atsklas-se des XY{Modells mit kubischer Anisotropie vor. In der Tat l�a�t sich dieVariation der Exponenten in den numerischen Rechnungen (Monte{Carlo{Simulationen und Transfer{Matrix{Analyse) nachweisen.Die beiden geordneten Phasen haben unterschiedliche kubische Anisotro-pie im Raum der ( 2;  3): Einmal wird die Diagonale bevorzugt, einmal dieAchsen. Daran ist direkt ersichtlich, da� der �Ubergang zwischen diesen Pha-sen nach der Mean{Field{Theorie erster Ordnung sein mu�; es gibt keineM�oglichkeit, die beiden Muster kontinuierlich ineinander zu �uberf�uhren. Un-ter Ber�ucksichtigung von Fluktuationen geschieht jedoch Folgendes (wie auchbereits vorher f�ur analoge Modelle �uber Renormierungsgruppenrechnungenbekannt war [7]): Auf der Koexistenzlinie koexistieren insgesamt acht ver-schiedene Zust�ande. Bei hinreichend hohen Temperaturen reicht diese hoheZahl aus, die Anisotropie \auszuschmieren", so da� ab einem gewissen Punktv�ollige Isotropie im Ordnungsparameterraum (also reines XY{Verhalten) vor-liegt. Diese Isotropie wird durch die Simulationsdaten sehr sch�on best�atigt.Die XY{Linie endet dann in einem Punkt, an dem alle drei Phasen zusam-mentre�en; dieser hat dann Kosterlitz{Thouless{Natur mit exponentiellenDivergenzen. Konsistent damit ist das Ergebnis, da� der Korrelationsl�angen-exponent � der beiden Linien zweiter Ordnung bei Ann�aherung an diesenPunkt divergiert.4 Elastische GittergaseUm eine bin�are Legierung etwas realistischer zu beschreiben als �uber eingew�ohnliches Gittergas, bietet es sich an, auch translatorische Freiheitsgradeder Teilchen zuzulassen und anstelle der konstanten Parameter vAA etc. inGl. 3.1 abstandsabh�angige Funktionen einzuf�uhren. Der Vorteil im Vergleichzu einer echten Kontinuumssimulation besteht darin, da� die Frage nach Exi-stenz bzw. Nichtexistenz einer Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen nichtimmer wieder neu gestellt und �uber die Abst�ande beantwortet werden mu�,sondern aufgrund der Positionen auf dem deformierbaren Gitter ein f�ur alleMal beantwortet ist. Das Schmelzen ist verboten (was nat�urlich die Anwend-barkeit solcher Modelle einschr�ankt), und die Teilchen m�ussen aufgrund ihrer10



unterschiedlichen Gitterpositionen als unterscheidbar gelten. Au�erdem gehtin der Regel auch die sonst bei Paarwechselwirkungen �ubliche Spin up { Spindown { Symmetrie verloren. Allerdings hat ein Modell mit Paarwechselwir-kungen ausschlie�lich bis zum n�achsten Nachbarn das Problem einer oftmalszu geringen Koordinationszahl: Ist diese kleiner oder gleich dem Doppeltender Raumdimension, so ist der Festk�orper scherinstabil. Man mu� in sol-chen F�allen die Reichweite ausdehnen oder Dreik�orperwechselwirkungen zurStabilisierung von Bindungswinkeln einf�uhren. Damit �ubersteigt aber die An-zahl der Potentialterme die Anzahl der translatorischen Freiheitsgrade, undaus diesem Grund ist es in der Regel nicht m�oglich, letztere rigoros aus-zuintegrieren. Deshalb wird in den vorgestellten Arbeiten Nr. 4, 5 und 6 derAnsatz verfolgt, sie explizit mitzusimulieren. Allerdings ist f�ur das qualitati-ve Verst�andnis der wesentlichen Ph�anomene, insbesondere des Ein
usses derelastischen Freiheitsgrade auf das kritische Verhalten, eine vereinfachte feld-theoretische Beschreibung im Rahmen der Elastizit�atstheorie ausreichend.Hier ist dann das Ausintegrieren m�oglich, und es k�onnen sehr interessanteSchlu�folgerungen gezogen werden. Diese Theorie lag zwar zum Zeitpunkt derdurchgef�uhrten Simulationen (Arbeiten Nr. 4, 5 und 6) bereits vollst�andigvor; sie war aber in nicht sehr zug�anglicher Weise �uber viele Artikel ver-streut, die sich teilweise widersprechen (tats�achlich oder nur scheinbar beiober
�achlicher Betrachtung). Dementsprechend war damals ein durchgreifen-des theoretisches Verst�andnis der Simulationsergebnisse noch nicht gelungen.Vielmehr wurden die numerischen Resultate, die genau genug waren, um dieUniversalit�atsklasse ziemlich eindeutig festzulegen, als letztlich empirischerBefund publiziert, w�ahrend die Erkl�arung ziemlich vage bleiben mu�te. Nachnochmaliger Auseinandersetzung mit dem Themenkreis ist nach Ansicht desVerfassers nun jedoch ein vollst�andiges Verst�andnis gelungen. Anhang A un-ternimmt den Versuch, die Ph�anomene m�oglichst umfassend zu diskutieren,und die Literatur (sowohl analytische Theorie als auch Simulationen) kritischzu beleuchten. Es stellt sich heraus, da� die Simulationsergebnisse aus denArbeiten 4, 5 und 6 ganz nat�urlich und nahtlos in das existierende Geb�audehineinpassen.Die Physik von Phasen�uberg�angen von Ising{artigen Systemen auf elasti-schen Medien kann im wesentlichen wie folgt zusammengefa�t werden (De-tails siehe Anhang A): Der Ordnungsparameter kann aus Gr�unden der Dreh-invarianz nur an die Spur des Verzerrungstensors (d. h. an longitudinalePhononen) ankoppeln, und zwar, je nach Details des Systems, quadratischoder linear (letzteres bezieht sich auf die Potenz des Ordnungsparameters11



im Kopplungsterm; der Verzerrungstensor tritt stets linear auf). Aufgrundder endlichen Scherstei�gkeit haben Verformungen des ganzen Festk�orpers(die k = 0{Moden) eine geringere elastische Konstante als die longitudinalenlangwelligen (k ! 0) Phononen. Deshalb kann die k = 0{Mode des Ord-nungsparameters anomal leicht ordnen, weil die damit einhergehende Defor-mation des Festk�orpers anomal leicht zu bewerkstelligen ist. Im Bild einese�ektiven Hamiltonians erscheint dies als eine unendlichreichweitige ferroma-gnetische Zwei{ oder Vier{Spin{Wechselwirkung (je nachdem, ob die Kopp-lung linear oder quadratisch ist). Dieser Term erzeugt dann im linearen FallMean{Field{artiges Verhalten, im quadratischen einen Phasen�ubergang er-ster Ordnung | allerdings nur, wenn das thermodynamische Ensemble diebetre�enden k = 0 Fluktuationen �uberhaupt zul�a�t (also konstanter Druck,nicht{erhaltener Ordnungsparameter). In anderen Ensembles ergeben sichandere Szenarios, siehe Anhang A. Verschiedene Ensembles sind also dem-gem�a� bei solchen Systemen nicht �aquivalent; dies ist eine direkte Konse-quenz der unendlichreichweitigen Korrelationen. Insbesondere ist bei Legie-rungssimulationen bei konstantem Druck darauf zu achten, da� das �ublicher-weise benutzte semi{gro�kanonische Ensemble (mit 
uktuierender Kompo-sition) nicht �aquivalent zum kanonischen (mit festgehaltener Komposition)ist, ein Umstand, auf den Vandeworp und Newman [8] hingewiesen haben.In Arbeit Nr. 4 wird ein elastisches Gittergas auf dem Diamantgitter be-trachtet, dessen Parameter (im Rahmen des M�oglichen) angepa�t wurdenan die Legierung Si{Ge. Ganz wesentlich ist hierbei die Tatsache, da� dieGe{Atome deutlich gr�o�er sind als die Si{Atome. Somit ist konstanter Druckzwingend n�otig, wenn nicht v�ollig unphysikalische Spannungen in dem K�orpererzeugt werden sollen (das System wurde in Unkenntnis der erst sp�ater vonVandeworp und Newman entdeckten Probleme [8] im semi{gro�kanonischenEnsemble simuliert). Dies f�uhrt dann zu einer linearen Ankopplung des Ord-nungsparameters an die elastischen Verzerrungen; nach der Theorie von An-hang A ist somit ein Mean{Field{artiger kritischer Punkt als Endpunkt derEntmischungslinie erster Ordnung im Phasendiagramm Temperatur / che-mische Potentialdi�erenz zu erwarten.Neben n�achste{Nachbar{Wechselwirkungen werden auch Bindungswin-kelpotentiale eingef�uhrt, um den Festk�orper stabil zu halten. Dies ge-schieht im Rahmen des f�ur solche Systeme entwickelten einfachen Keating{Potentials. Es stellt sich jedoch heraus, da� dieses Potential die Pathologieeines negativen thermischen Ausdehnungskoe�zienten besitzt, wie sich durchGr�uneisen{Theorie qualitativ leicht verstehen l�a�t. Die Nachfolgearbeit Nr. 512



behebt dies durch Einf�uhren des realistischeren Stillinger{Weber{Potentials,das zu einer thermischen Ausdehnung in �Ubereinstimmung mit Experimen-ten f�uhrt. Daneben werden in Arbeit Nr. 5 noch strukturelle Untersuchungenzu Bindungsl�angen{ und Bindungswinkelverteilungen etc. durchgef�uhrt, undansonsten das neue Modell auf die gleiche Weise analysiert wie das urspr�ung-liche (mit identischen oder �ahnlichen Ergebnissen). Hiervon soll jetzt nochgenauer die Rede sein.Das thermodynamische Ensemble ist das semi{gro�kanonische bei kon-stantem Druck. Der Entmischungs�ubergang wird in der Ebene Temperatur /chemische Potentialdi�erenz (Feld) sorgf�altig berechnet. Bei tiefen Tempera-turen werden Hystereseschleifen aufgenommen, die zusammen mit thermody-namischer Integration das �Ubergangsfeld genau bestimmen. Hier tauchte dasProblem der freien Energiedi�erenz zwischen den Tieftemperaturzust�andenauf, das durch eine �Uberlappmethode zwischen den dominanten harmoni-schen Hamiltonians gel�ost wurde. Das kritische Verhalten wird durch zwei-dimensionale Multi{Histogramm{Analyse bestimmt. Die Theorie der Gau�-schen Fluktuationen in der N�ahe von Phasenkoexistenzlinien wird benutzt,um das Verhalten der normierten Kumulante vierter Ordnung des Ordnungs-parameters vorherzusagen (die Momente werden hier zentriert de�niert). Der�Ubergangspunkt ist gekennzeichnet durch einen scharfen \peak" in dieserGr�o�e, und die Position des Maximums weicht vom thermodynamisch asymp-totischen �Ubergangspunkt nur um Korrekturen O(N�2) ab. Damit kannentlang des Pfades maximaler Kumulante die gew�ohnliche Schnittpunkt{Analyse zur Bestimmung des kritischen Punkts durchgef�uhrt werden; \�eldmixing"{E�ekte, wie sie in etwas mehr Detail in Arbeit Nr. 1 beschrieben wer-den, f�uhren nur zu Korrekturen zum Skalen, sind aber vermutlich die Ursachedaf�ur, da� letztere als vergleichsweise gro� beobachtet wurden. S�amtliche In-dikatoren des \�nite size scaling" deuten auf Mean{Field{artiges Verhaltenhin, wie auch aus der Theorie erwartet (siehe Anhang A).In Arbeit Nr. 6 wird ein analoges zweidimensionales Modell betrachtet.Hier geht es um eine adsorbierte Monoschicht, d. h. die Spinvariablen ha-ben nun die Bedeutung Si = +1 $ besetzt sowie Si = �1 $ unbesetzt.Das System soll simuliert werden mit einem Standard{Spin
ip{Algorithmus,kombiniert mit translatorischen Bewegungen aller Teilchen (also unabh�angigvom Pseudospin). Es ist nun nicht ratsam, einfach im Hamiltonian des ela-stischen Gittergases s�amtliche Wechselwirkungen auszuschalten, die einenSi = �1 {Gitterplatz involvieren, und die Simulation ansonsten einfach lau-fen zu lassen. Dies w�urde dazu f�uhren, da� einmal dematerialisierte Teilchen13



praktisch niemals wieder zu ihren nat�urlichen Gitterpl�atzen zur�uckf�anden.Nur in deren unmittelbarer N�ahe ist die Anregungsenergie gering genug, umeine Rematerialisierung zu erm�oglichen. Eine solche Simulation w�are inakzep-tabel langsam. Rein theoretisch existieren solche \Verdampfungsprobleme"�ubrigens auch in dem Stillinger{Weber{Modell (Arbeit Nr. 5), dessen Po-tentiale ab einer bestimmten Reichweite verschwinden (im Gegensatz zumKeating{Potential, das unendliche Reichweite hat und mit wachsendem Ab-stand immer mehr anw�achst): Falls ein Teilchen einmal zuf�allig sich an einenOrt bewegt hat, wo es hinreichend weit weg von seiner Nachbarschale ist,wird es keine Wechselwirkung mehr sp�uren und frei di�undieren. Allerdingsist im dreidimensionalen dichten System die Wahrscheinlichkeit f�ur derartigeVorkommnisse derart gering, da� sie auf der Zeitskala der Simulationsl�aufenie zu beobachten waren.In einem gro�kanonischen Modell hingegen, in dem nach Dematerialisie-rung alle Wechselwirkungen ausgeschaltet sind, unabh�angig von der Positionder Teilchen, ist das Problem nicht zu umgehen. Aus diesem Grund werdendie \Geistteilchen" durch ein zus�atzliches Potential daran gehindert, zu weitvon ihrem Platz wegzudi�undieren. Da in dem Modell die realen Teilchenohnehin �uber ein Substratpotential in der N�ahe der von au�en vorgegebe-nen Adsorptionspl�atze gehalten werden, bietet es sich an, ein analoges Po-tential (konkret wurde ein Kastenpotential gew�ahlt, das ist aber keinesfallszwingend) auch f�ur die Geistteilchen zu fordern. In der Arbeit wird durchTransformation der Zustandssumme gezeigt, da� nach geeigneter Umde�ni-tion des chemischen Potentials ein solcher e�ektiver Hamiltonian die richtigestatistische Physik des gro�kanonischen Ensembles liefert.Als Modell wird dann ein System studiert, das der Adsorption von Was-sersto� auf Palladium nachempfunden ist, und das im starren Limes �ubergehtin ein Modell, das bereits fr�uher sorgf�altig mit Monte{Carlo{Simulation ana-lysiert worden war. Als geordnete �Uberstruktur bildet sich die c(2�2){Phaseaus (also der n�achste{Nachbar{Antiferromagnet auf dem Quadratgitter). Alseinfachster Fall werden harmonische Wechselwirkungen angesetzt, mit Fe-dern, deren Ruhel�angen gerade ideal zum Gitter passen. Es stellt sich heraus,da� das Phasendiagramm des Systems bemerkenswert �ahnlich ist zu dem desstarren Systems. Allerdings tritt eine leichte Asymmetrie auf, die an der Bre-chung der Spin up / Spin down {Symmetrie liegt. Die geordnete Phase istvon der ungeordneten getrennt durch eine Linie, die bei tiefen Temperaturenvon erster Ordnung und bei h�oheren Temperaturen von zweiter Ordnung ist.Letztere wird �uber \�nite size scaling" als klar ungest�ort Ising{artig identi-14



�ziert. Dies ist auch nach der Symmetrie des skalaren Ordnungsparameterszu erwarten. Nach Anhang A �andern die elastischen Freiheitsgrade in diesemFall nichts: Die Kopplung ist quadratisch, und die Simulation l�auft bei kon-stantem Volumen. Bei einem reinen Antiferromagneten auf einem elastischenMedium h�atte man dann Fisher{renormierte Exponenten zu erwarten (sieheAnhang A); diese sind aber wegen � = 0 im zweidimensionalen Ising{Modellohnehin identisch mit den urspr�unglichen. Im vorliegenden Fall mu� mandas System aber sogar als starres Ising{Modell ansehen, da ja das Substratelastische Fluktuationen auf praktisch allen L�angenskalen unterbindet.5 Potts{Gl�aserDas p{Zustands{Potts{Glas ist de�niert �uber den HamiltonianH = �pXi<j Jij�sisj (5.1)mit Gitterpl�atzen i, j, auf denen Potts{Variable si = 1; 2; : : : ; p sitzen, sowiezuf�alligen Kopplungen Jij. In der Simplex{Darstellung wird transformiert aufSpins in einem p{dimensionalen Raum mit Einheitsvektoren êi gem�a�~Si = êsi � (1=p)Ppk=1 êkjêsi � (1=p)Ppk=1 êkj ; (5.2)hierbei bilden die p m�oglichen Vektoren f�ur einen Gitterplatz die Ecken einesp � 1{dimensionalen Simplex. Unter Ignorieren konstanter Terme ist dannder Hamiltonian H = �(p� 1)Xi<j Jij ~Si � ~Sj; (5.3)diese Darstellung bringt die Symmetrie des Modells besser zum Ausdruck.Von der Computersimulation her sind solche Modelle vor allem im Fallekurzreichweitiger Wechselwirkung interessant, da sie zum einen physikalischrealistischer sind als langreichweitige Modelle, und im Gegensatz zu letzterennicht analytisch l�osbar sind. Allerdings haben Monte{Carlo{Simulationen dasgenerelle Problem, da� in der Spinglas{Phase bzw. in der N�ahe des �Ubergangsdie Dynamik extrem langsam wird, und die Korrelationszeit sehr schnell mitder Systemgr�o�e anw�achst. Aus Gr�unden der statistischen Genauigkeit sindsomit solche Simulationen auf sehr kleine Systeme beschr�ankt. Damit k�onnenaber keine wirklich verl�a�lichen Aussagen zum kritischen Verhalten getro�en15



werden, da nicht klar ist, wie stark die Daten von Korrekturen zum \�nitesize scaling" beein
u�t sind, und somit systematisch falsche Sch�atzwerte f�ur�Ubergangstemperatur und Exponenten liefern.Dies war die Motivation f�ur die Studie, die in Arbeit Nr. 7 vorgelegtist. Hier wird das Modell f�ur Wechselwirkungen mit unendlicher Reichwei-te studiert. Genauer gesagt, existiert zwischen den Pl�atzen i; j �uberhauptkeine unterliegende Geometrie, sondern jeder Platz wechselwirkt mit jedemanderen (im Mittel) mit der gleichen St�arke. Dieses Mean{Field{Modell istim thermodynamischen Limes unendlicher Anzahl von Pl�atzen exakt l�osbar.Zu beachten ist dabei, da� die Wechselwirkung mit der Teilchenzahl skaliertwerden mu�, da andernfalls die Energie nicht extensiv w�are. Au�erdem mu�die statistische Verteilung der Kopplungskonstanten Jij Gau�isch sein bzw.,im Sinne des zentralen Grenzwertsatzes, im Attraktionsgebiet der Gau�ver-teilung liegen, also endliche Momente bis zu beliebiger Ordnung haben. F�urdas Verhalten des Systems spielt es dann nur eine Rolle, welchen Wert dieersten beiden Momente haben:[Jij] = ~J0=(N � 1) (5.4)bzw. hJ2iji� [Jij]2 = ~J2=(N � 1); (5.5)wobei [: : :] die Mittelung �uber die Unordnungsrealisationen bezeichnet, N dieAnzahl der Pl�atze ist und die Parameter J0 und ~J festgehalten werden. Inder Arbeit wurde dies konkret realisiert �uber eine bimodale Verteilung.F�ur endliche Systeme ist aber die L�osung nicht bekannt. Der Ansatz be-stand somit darin, numerische Daten f�ur kleine Systeme zu generieren, undf�ur diese eine \�nite size scaling"{Analyse durchzuf�uhren. Der Vorteil ist hier-bei, da� die analytische L�osung sowohl die �Ubergangstemperatur als auch dieExponenten festlegt, so da� man �uberpr�ufen kann, wie gut die Daten demasymptotischen Skalengesetz gen�ugen. F�ur die betrachteten (sehr kleinen)Systeme waren in der Tat noch sehr gro�e Abweichungen von der Asympto-tik zu beobachten.Die wichtigste Gr�o�e ist hierbei der Edwards{Anderson{Ordnungspara-meter q =  X� X� q��q��!1=2 (5.6)mit q�� = 1N Xi S�i;1S�i;2; (5.7)16



wo ~Si;1, ~Si;2 Simplex{Spins auf dem Gitterplatz i bezeichnen, und zwei sta-tistisch unabh�angigen Systemen 1 und 2 mit identischem Satz von Kopp-lungen (sog. Replikas) angeh�oren. Damit lassen sich die geraden Momente[hq2i], [hq4i] durch Betrachtung nur eines Systems auswerten. Die Gr�o�e qfolgt in ganz nat�urlicher Weise aus der analytischen L�osung, die sich desReplika{Tricks bedient: F�ur die Unordnungsmittelung der freien Energie, al-so im wesentlichen des Logarithmus der Zustandssumme, schreibt man[lnZ] = limn!0 1n ([Zn]� 1) (5.8)und interpretiert Zn als n nicht wechselwirkende identische Systeme. BeiGau�verteilung der Kopplungen kann dann die Unordnungsmittelung f�urendliche n durchgef�uhrt werden, was zu e�ektiven Kopplungen zwischen Paa-ren von Replikas f�uhrt. Bei einem Phasen�ubergang erster Ordnung springt qvon Null auf einen endlichen Wert (dies geschieht f�ur p > 4, allerdings ohnelatente W�arme), w�ahrend bei einem �Ubergang zweiter Ordnung q unterhalbder �Ubergangstemperatur kontinuierlich anw�achst. Dies gilt nat�urlich nur imthermodynamischen Limes, sowie f�ur geeignet gew�ahlte Kopplungen, die dieSpinglas{Ordnung erst erm�oglichen ( ~J0 < 2� p=2 in Einheiten wo ~J = 1).Damit ist es aber nicht klar, wie bei dem �Ubergang erster Ordnung das \�-nite size scaling" durchzuf�uhren ist: Die Verteilung der inneren Energie weistmangels latenter W�arme die sonst �ubliche Doppelpeak{Struktur unterhalbder Umwandlungstemperatur nicht auf. Ebensowenig kann der Ordnungs-parameter ohne weiteres herangezogen werden: Seine Verteilung ist selbstim thermodynamischen Limes nicht scharf, sondern aufgrund der Replika{Symmetriebrechung breit [9]. Es war damit im Rahmen dieser Studie nichtgelungen, ein konsistentes \�nite size scaling" f�ur den Fall p = 6 zu ent-wickeln, obwohl dieser Fall gleichwohl numerisch studiert wurde.Anders ist es bei dem Fall p = 3 (�Ubergang zweiter Ordnung). Hier liefertdie analytische L�osung folgende Struktur der Landau{freien Energie:f(q) = r2q2 + u6 q3 (5.9)mit r / T�Tc. Man sollte sich hierbei im klaren sein, da� die Landau{Theorienichts ist als eine vereinfachte Version der Mean{Field{Theorie, die die we-sentlichen Z�uge herauspr�apariert. Die angegebene Form ist ohne die tats�achli-che Durchf�uhrung der Replika{Theorie [9] nur schwer einsichtig. Daraus l�a�tsich aber das \�nite size scaling" auf genau die gleiche Weise konstruieren17



wie f�ur gew�ohnliche Mean{Field{Systeme (siehe Kapitel 3.3 der eingereichtenArbeit 1). Man erh�alt damithDqkEi = N�k=3 ~f(N1=3�) (5.10)mit � = 1 � Tc=T . Die numerischen Daten weichen f�ur die kleinen Systemedeutlich vom asymptotischen Verhalten ab; vor allem untersch�atzt der Ku-mulantenschnittpunkt (Fig. 4 von Arbeit 7) die kritische Temperatur ganzerheblich.Methodologisch wurde hier der Zugang gew�ahlt, f�ur sehr kleine Syste-me die Zustandssumme exakt aufzusummieren. Hierbei wurde die Unord-nungsmittelung f�ur kleine Systeme ebenfalls exakt durchgef�uhrt, w�ahrend f�urgr�o�ere Systeme eine Anzahl von Bindungskon�gurationen stochastisch gene-riert wurde. Wichtige Optimierungen sind hierbei die De�nition von geeigne-ten �Aquivalenzklassen, sowohl bez�uglich der Observablen, als auch bez�uglichder Bindungskon�gurationen. F�ur weitere Details sei der Leser auf Arbeit 7verwiesen.6 Phasen�uberg�ange in einzelnen geladenenPolymerkettenDas Konformationsverhalten von einzelnen Polymerketten l�a�t sich verstehenals Resultat des Wechselspiels zwischen Konformationsentropie und Wechsel-wirkung: Der Zustand maximaler Konformationsentropie ist das Gau�scheKn�auel [10], also ein \random walk" (wir betrachten hier die Konnektivit�atnicht als Wechselwirkung, sondern als eingebaute Struktur), mit R � bN1=2,wo R die Ausdehnung des Kn�auels ist, b die Gr�o�e eines Monomers, undN dieAnzahl der Monomere. Ein solcher Zustand liegt im sogenannten �{L�osungs-mittel vor, wo sich die attraktiven und repulsiven Anteile der Wechselwirkunggerade e�ektiv kompensieren. Schaltet man nun kurzreichweitige Wechselwir-kungen zwischen den Monomeren ein, so wird sich das Kn�auel deformieren:Bei Absto�ung bzw. Volumenausschlu� (realisiert durch Erh�ohung der Tem-peratur, was die attraktiven Anteile st�arker abschw�acht als die repulsiven)dehnt sich das Kn�auel aus, bei Anziehung schrumpft es. Dieses Ph�anomenwird als �{Kollaps bezeichnet; im thermodynamischen Limes unendlich lan-ger Ketten ist dies ein scharfer Phasen�ubergang zweiter Ordnung bei derTemperatur T = � (genauer, im Rahmen der nullkomponentigen Feldtheo-rie [10] ein trikritischer Punkt). 18



Skalenrelationen werden in der Physik einzelner Polymerketten typischer-weise �uber das \blob"{Bild hergeleitet: Man geht aus von relativ schwachenWechselwirkungen, und fragt, auf welcher L�angenskala gen�ugend Energie ak-kumuliert wurde, um den Wert kBT zu erreichen. Unterhalb dieser L�angen-skala ist das Verhalten dominiert durch die Entropie (man hat also im we-sentlichen \random walks"), oberhalb durch die Energie. Vorfaktoren derGr�o�enordnung eins werden hierbei stets ignoriert. F�ur das Problem des �{�Ubergangs etwa sch�atzt man f�ur ein d{dimensionales Gau�sches Kn�auel �uberdie mittlere Dichte ab, da� es typischerweise N2�d=2 Kontakte enth�alt (dieWechselwirkungsreichweite ist von der Gr�o�enordnung b). Oberhalb von vierDimensionen sind somit kurzreichweitige Wechselwirkungen nicht in der La-ge, etwas an der Struktur des Kn�auels zu �andern (obere kritische Dimen-sion). Jedem Kontakt wird nun eine Energie kB(T � �) zugewiesen. Mit� = (� � T )=� erh�alt man somit, da� die Kette Gau�isch bleiben wird,solange die L�angenskala unterhalb von n = j� j�2=(4�d) (Anzahl der Mono-mere) bzw. �t � bj� j�1=(4�d) (Ausdehnung im Raum) bleibt. Dies f�uhrt danndirekt auf die SkalenrelationR2 = b2Nf(N (4�d)=2�); (6.1)wo f(x) f�ur x ! +1 sich wie f(x) / x(2=d)(2�d)=(4�d) verhalten mu�, damitim Tieftemperaturlimes das Verhalten eines kompakten Objekts R2 / N2=dresultiert. Im Hochtemperaturlimes mu� sich die Struktur eines \self avoidingwalk" (R � bN� mit � � 0:59 in d = 3 Dimensionen) ergeben, und somitf(x) / jxj(4��2)=(4�d).Diese Relationen sind in Computersimulationen oftmals getestet worden.In drei Dimensionen sind sie korrekt (obere kritische Dimension f�ur trikriti-sches Verhalten; man beachte, da� die Zahl der Kontakte �uber einen simplenMean{Field{Ansatz berechnet wurde); in zwei Dimensionen gilt hingegen ein\crossover scaling" mit nichttrivialen Exponenten. In der vorgestellten Pu-blikation Nr. 8 bilden sie jedoch einen Nebenaspekt. Zentrales Thema ist hiervielmehr das Wechselspiel (in drei Dimensionen) zwischen kurzreichweitigerAttraktion (also T < �) und langreichweitiger Repulsion, die daraus resul-tiert, da� die Monomere geladen sind, und die Gegenionen als unendlich weitentfernt angenommen werden. In der Standardtheorie wird die elektrosta-tische Wechselwirkung nun zun�achst nach dem bekannten Schema auf einetypische L�ange abgebildet. Als dimensionslosen Parameter f�ur die e�ektiveSt�arke der Elektrostatik f�uhrt man sinnvollerweise ein u = q2=(4��kBTb), woq die mittlere Ladung pro Monomer ist, und � die Dielektrizit�atskonstante19



(in Arbeit Nr. 8 statt u: f 2u; hier wird der Ladungsbruchteil f explizit be-trachtet). Als elektrostatische Selbstenergie eines Objekts der Abmessung Rund der Ladung Q kann man stets die Formel U � Q2=(�R) ansetzen. Da-mit erh�alt man f�ur die elektrostatische \blob"{Gr�o�e �e � bu�1=3. Unterhalbdieser Skala wird sich eine �{Kette Gau�isch verhalten, oberhalb wird siegestreckt sein mit R / N (\blob pole").Geht man nun unterhalb von � von einer kompakten ungeladenen Globu-le aus (also einem sph�arischen dicht gepackten Objekt aus Gau�{\blobs" derGr�o�e �t), und schaltet die Ladungen langsam ein, so wird die Absto�ungwichtig, wenn die elektrostatische Energie gr�o�enordnungsm�a�ig die Ober-
�achenenergie erreicht; letztere wird als kBT pro \blob" an der Ober
�acheabgesch�atzt. Nach kurzer Rechnung �ndet man, da� dies gerade dann ge-schieht, wenn die elektrostatische \blob"{Gr�o�e �e auf die G�o�e der gesamtenGlobule abgesunken ist, bzw., �aquivalent, wenn die Variable Nu=� von derGr�o�enordnung eins ist.F�ur ein einfaches geladenes Fl�ussigkeitstr�opfchen erwartet man dann eineRayleigh{Instabilit�at, d. h. das Tr�opfchen zerf�allt in zwei gleich gro�e kleineresph�arische Tr�opfchen. Dieses Problem ist insofern einfach, als sich die Tr�opf-chen unendlich weit voneinander entfernen k�onnen, also nicht wechselwirken.Interessanterweise tritt aber im Fall der Polymerkette trotz der Konnektivit�atim wesentlichen das gleiche Ph�anomen auf: Die Globule zerf�allt zun�achst ineine Hantel (also zwei kleinere Globule, die durch einen langen d�unnen Strangverbunden sind), dann (bei noch st�arkerer Ladung) in drei verbundene Glo-bule, und so weiter (\pearl{necklace"{Strukturen). Dieses Szenario hat sichin den neunziger Jahren etabliert, auch stimuliert durch Computersimula-tionen. Zuerst entdeckt wurde es im Zusammenhang mit Polyampholyten[11], wo Ladungen zuf�allig auf der Kette verteilt sind und die Attraktion vonungleichnamigen Ladungen herr�uhrt, w�ahrend �Uberschu�ladungen die Kettestrecken.Das Problem der geladenen Kette im schlechten L�osungsmittel habenDobrynin, Rubinstein und Obukhov (DRO) [12] im Detail betrachtet. DieStruktur der Kette wird als allgemeine \pearl necklace" angenommen, unddann zur Minimierung der freien Energie optimiert. Das Resultat ist folgen-des: Die \pearl{necklace"{Strukturen sind stabil, solange die elektrostatischeRepulsion schwach genug ist, da� �e � �t gilt. Ist diese Bedingung verletzt,so ist die Repulsion so stark, da� die Kette bereits v�ollig gestreckt ist. Ge-nauer gesagt, bildet sie dann einen \blob pole" aus \blobs" der Gr�o�e �e(hier jetzt kleiner als �t). Im \pearl{necklace"{Regime hingegen erh�alt man20



gro�e Globulen der typischen Dicke �e, verbunden durch d�unne Str�ange dertypischen Dicke �t und der typischen L�ange �e(�e=�t)1=2. Diese Rechnung istallerdings insofern etwas inkonsistent, als sie einerseits von einer sehr langenKette ausgeht (damit ist die Anzahl der Globulen eine quasi{kontinuierlicheVariable, nach der man di�erenzieren kann), andererseits aber die elektrosta-tische Wechselwirkung zwischen Globulen auf n�achste Nachbarn einschr�ankt.Im Limes sehr langer Ketten wird aber die Wechselwirkung mit all den an-deren Globulen dominant und f�uhrt auf logarithmische Korrekturterme, diebislang aber noch nicht konsistent in die Theorie eingebaut sind. In Arbeit8 wurde diese Rechnung insofern leicht verbessert, als auch der entgegenge-setzte und f�ur Simulationen relevante Grenzfall betrachtet wurde, n�amlichnur wenige Globule (genauer gesagt, zwei). Man erh�alt im wesentlichen dasgleiche Resultat, allerdings mit folgender Verfeinerung: Um eine wirklich sau-ber de�nierte Struktur zu erhalten, mu� man die Anzahl der Monomere Ngegen unendlich tendieren lassen. Um aber zugleich eine gewisse vorgegebe-ne Zahl von Globulen (also z. B. zwei f�ur eine Hantel) stabil zu halten, mu�zugleich die elektrostatische Wechselwirkung gegen Null tendieren, und zwargem�a� Nu = const: (ebenfalls unter Vernachl�assigung logarithmischer Kor-rekturen). Dies ist ganz analog zu den \equivalent neighbor"{Spinmodellen.In diesem Limes erweist sich der �Ubergang als ein gew�ohnlicher Phasen�uber-gang erster Ordnung. Haupts�achlich besteht Arbeit Nr. 8 jedoch aus einerumfassenden Computersimulation (Molekulardynamik mit Monte Carlo, ins-besondere Pivot{Schritte), in der die Skalenvorhersagen der Theorie (alsoinsbesondere die Variation der Abmessungen der Kette mit den Wechsel-wirkungsparametern, aber auch vieles mehr) im Detail veri�ziert werden.Die �alteren Simulationsdaten von DRO [12] waren demgegen�uber bei weitemnicht so aussagekr�aftig. |In Arbeit Nr. 9 wird schlie�lich das Problem der Adsorption einer gela-denen Polymerkette in der N�ahe einer ungleichnamig geladenen Wand durchSimulationen untersucht. Hierbei werden sowohl volle Coulomb{Kr�afte alsauch abgeschirmte Debye{H�uckel{Wechselwirkungen betrachtet. An dieserStelle sollen die unterliegenden theoretischen Konzepte etwas erl�autert wer-den. Zun�achst ist es notwendig (sowohl in der analytischen Theorie als auchin der Simulation), eine Kette zu betrachten, die an der Wand (z. B. miteinem Ende) festgebunden ist. Andernfalls w�urde die triviale translatorischeEntropie des unendlichen Halbraums (zumindest bei Wechselwirkungen end-licher Reichweite) die Adsorption stets verhindern. In realen Systemen hatman nat�urlich eine L�osung endlicher Konzentration in dem Halbraum und in-21



folgedessen stets einige Ketten in der N�ahe der Wand. Die Betrachtung einessolchen Falls w�urde jedoch auf das Wechselspiel zwischen �au�erem chemi-schem Potential und der freien Energie der Adsorption hinauslaufen. F�ur einreines Einzelkettenproblem ist jedoch nur letztere von Interesse; insbesonderewill man die Kettenkonformationen in der N�ahe der Wand in Abh�angigkeitvon der St�arke der Anziehung wissen.Ein klassisches Problem ist das der Adsorption einer einzelnen 
exiblenKette (hier im guten L�osungsmittel, nur kurzreichweitige Volumenausschlu�{Wechselwirkung) nahe einer Wand mit kurzreichweitiger Attraktion [13]. Eshandelt sich hier ebenfalls, im thermodynamischen Limes N !1, um einenPhasen�ubergang zweiter Ordnung, analog zum �{Kollaps. Oberhalb des Ad-sorptions�ubergangs skaliert die Ausdehnung der Kette senkrecht zur Ober-
�ache H wie H / N� , unterhalb wie H / N0. Dies legt es nahe, das Verh�alt-nis H=RG (RG Gyrationsradius der Kette) zu betrachten. Dieses Verh�altniswird sich ganz analog zur Kumulante bei Spinsystemen (siehe vorgestell-te Publikation Nr. 1) verhalten: Oberhalb des �Ubergangs konvergiert dasVerh�altnis gegen eine Konstante, unterhalb gegen Null (bis auf \�nite size"{E�ekte). Dieser �Ubergang wird umso sch�arfer, je l�anger die Ketten sind. Ausden Skalenrelationen H = N�f(N��) und RG = N�g(N��), wo � der nor-mierte Abstand vom Adsorptionspunkt und � ein Crossover{Exponent ist,sieht man, da� das Verh�altnis bei � = 0 vonN nicht abh�angt. Der �Ubergangs-punkt l�a�t sich somit durch eine Schnittpunktsmethode genau lokalisieren.Diese Methode wurde in Arbeit 9 erfolgreich angewandt.Der andere Grenzfall, derjenige einer geladenen Kette im guten L�osungs-mittel ohne Gegenionen in der N�ahe einer Wand, die ein homogenes elek-trisches Feld generiert, wurde von Borisov et al. [14] mit einer einfachenSkalentheorie analytisch behandelt. Ohne Ober
�ache ist die Kette wieder ein\blob pole", diesmal aber aus \blobs", die im Innern die Struktur eines \selfavoiding walk" haben, also �e � bu��=(2��) und R � bNu(1��)=(2��) (gete-stet durch \crossover scaling" in Fig. 3 von Arbeit 9). In Richtung senkrechtzur Orientierung des \blob pole" hat man dagegen einen \random walk" aus\blobs", und damit R? � bN1=2u(1�2�)=(4�2�).Die Ober
�ache trage nun Ladungen; mit dem dimensionslosen Parame-ter � bezeichnen wir die Anzahl Ladungen q pro Fl�ache b2. Damit sp�urteine Ladung q im Abstand z von der Ober
�ache das Potential U(z) =4�kBTu�(z=b). Eine unendlich lange Kette ist damit immer adsorbiert. Eineendliche Kette hingegen wird die Ober
�ache erst sp�uren, wenn deren Ladungstark genug ist f�ur NU(R) � kBT oder � � N�2u�(3�2�)=(2��). F�ur gr�o�eres �22



schlie�t sich zun�achst das Regime der Pr�aadsorption an, d. h. Reorientierungdes \blob pole". Die Abmessung H der Kette senkrecht zur Wand erh�alt mandann aus der Bedingung NU(H) � kBT bzw. H � b=(Nu�). Wenn H � R?erreicht ist, wird die Kette deformiert. Zun�achst geht die Entropie verloren,die in dem transversalen \random walk" gespeichert ist (schwache Kompres-sion), dann diejenige, die in den \blobs" selbst sitzt (starke Kompression).Skalenanalyse [14] liefert dann daf�ur das Verhalten H / ��1=3 (schwacheKompression) bzw. H / ���=(1+�) (starke Kompression). Das Verhalten imPr�adsorptions{ und im starken Kompressionsregime konnte klar in den Si-mulationen veri�ziert werden; f�ur das schwache Kompressionsregime ist derCrossover zu stark ausgeschmiert, um es klar zu identi�zieren.Es sollte darauf hingewiesen werden, da� das Simulationsmodell Gegen-ionene�ekte ignoriert. Was die sog. Gouy{Chapman{L�ange angeht, die an-gibt, wie dick die Schicht Gegenionen auf der Ober
�ache ist, so gilt f�ur sie� / ��1. Im Regime der Pr�aadsorption ist somit die adsorbierte Schicht-dicke um einen Faktor 1=N kleiner, d. h. man kann das elektrostatische Feldin guter N�aherung als homogen ansehen. In den weiteren Regimes ist dasweniger o�ensichtlich, da dann ja die Schichtdicke zum einen unabh�angigvon N wird, und zum anderen langsamer mit � schrumpft als mit der Potenz��1. Dennoch liefert grobe Absch�atzung der numerischen Daten die Antwort,da� die meisten Zustandspunkte der Bedingung H < � recht gut gen�ugen.Gegenionen der Kette k�onnen ignoriert werden, da diese als unendlich weitentfernt angesehen werden k�onnen.Dar�uberhinaus wurde die Adsorption in einer Salzl�osung betrachtet. Derabschirmende E�ekt der Salzionen wurde durch ein einfaches Debye{H�uckel{Potential modelliert, d. h. die Monomere wechselwirken nun gem�a� einemYukawa{Potential / exp(��r)=r, und die Wand �ubt ein attraktives Poten-tial der Form [1 � exp(��z)]=� (anstelle von einfach z) aus. Nun wurdeausgenutzt, da� ein solches System letztendlich kurzreichweitige Wechselwir-kungen hat und somit einen konventionellen Adsorptions�ubergang zeigt. Diekritische Ober
�achenladungsdichte wurde mit der oben skizzierten \�nite si-ze scaling"{Methode f�ur verschiedene Werte von � bestimmt. Es zeigt sichein e�ektives Potenzgesetz �c / �x mit x = 2:4 : : : 2:8. Klar ist �c ! 0f�ur � ! 0, da dieser Limes der Coulomb{Fall ist, in dem hinreichend langeKetten immer adsorbiert sind. Weiterhin ist auch noch sehr leicht einsichtig,da� f�ur reine Gau�sche Ketten, deren Monomere �uberhaupt nicht mitein-ander wechselwirken, und lediglich dem Ober
�achenpotential unterworfensind, �c / �3 gelten mu�. Man sieht dies zum Beispiel durch Aufstellen der23



Schr�odinger{artigen Gleichung f�ur die Greensche Funktion [10], in der derOperator (�b2=6)d2=(dz2) + U(z)=(kBT ) auftritt. Nach Transformation aufdie dimensionslose Variable �z sieht man, da� nur ein einziger nichttrivialerParameter �=�3 �ubrig bleibt. F�ur die schwach geladenen Ketten, die diesemGrenzfall am n�achsten kommen sollten, fand die Numerik einen e�ektivenExponenten x = 2:8.Zur Simulationstechnik sei noch angemerkt, da� es sich wiederum umeinen Hybridalgorithmus handelt, der lokale Monte{Carlo{Bewegungen mitdem Pivot{Algorithmus [6] kombiniert. Insbesondere werden auch speziel-le Pivot{Rotationen eingebaut, die um die Achse senkrecht zur Ober
�achelaufen, um den adsorbierten Zustand gut ins Gleichgewicht zu bringen.7 Abschlie�ende BemerkungenDie voranstehenden Erl�auterungen haben stark den theoretischenHintergrund{Aspekt der jeweiligen Studien betont. Es ist daher ange-bracht, an dieser Stelle noch einmal besonders auf den zentralen Stellenwertder numerischen Ergebnisse hinzuweisen, die f�ur das volle Verst�andnis ebensowichtig sind wie theoretische bzw. analytische �Uberlegungen. Es ist daf�uressentiell, m�oglichst genaue bzw. aussagekr�aftige Daten zu erhalten, waswiederum die Benutzung m�oglichst e�zienter Algorithmen sowie sorgf�altigeDatenanalyse impliziert.F�ur Gittergase spielen Symmetrie{�Uberlegungen eine zentrale Rolle, an-hand derer sich die Struktur des Ordnungsparameters ermitteln l�a�t. Nichts-destoweniger ist die tats�achliche Simulation der Systeme unerl�a�lich. Nurso l�a�t sich eindeutig feststellen, wie die Topologie des Phasendiagrammswirklich aussieht, also welche Phasen�uberg�ange �uberhaupt auftreten. Mean{Field{Theorien liefern bez�uglich dieser Frage oftmals nicht nur quantitativ,sondern sogar qualitativ falsche Resultate. In pathologischen F�allen wie demvoll frustrierten Ising{Antiferromagneten auf dem kubisch{
�achenzentriertenGitter ben�otigt selbst die Kl�arung der Topologie des Phasendiagramms er-heblichen numerischen Aufwand. Die multikritische Natur des Tripelpunktesw�are mit Mean{Field{Ans�atzen nicht zu erhalten gewesen; eine renormier-tungstheoretische Behandlung dieses Problems steht noch aus. Andere F�allewie das zweidimensionale Modell mit der Symmetrie des XY{Modells mitkubischer Anisotropie weisen ebenfalls nichttriviales Verhalten auf, k�onnenaber durch das Zusammenspiel von Simulation und analytischer Theorie als24



im Prinzip gekl�art gelten.Die Simulationsergebnisse zu den elastischen Gittergasen haben das Inter-esse an der alten Fragestellung wieder geweckt, wie elastische Freiheitsgradedas Verhalten von Phasen�uberg�angen modi�zieren. Ein neuer Aspekt kommtdurch Simulationen unter anderem dadurch hinein, da� hier Ensembles rea-lisierbar sind, die experimentell schwer oder nicht zug�anglich sind (z. B. dassemi{gro�kanonische bei konstantem Druck). Dies ist von direktem theore-tischem Interesse, da die Ensembles aufgrund der langreichweitigen E�ek-te teilweise nicht �aquivalent sind. Die Simulationsergebnisse der vorgestell-ten Arbeiten k�onnen mittlerweile als verstanden gelten. Zur �Uberpr�ufungeines theoretisch vorhergesagten subtilen E�ekts, n�amlich da� bei konstan-tem Volumen das kompressible Ising{Modell einen Anisotropie{induziertenPhasen�ubergang erster Ordnung aufweisen sollte (siehe Anhang A), kommenwohl nur (sehr aufwendige) Simulationen in Frage, da es in einem Expe-riment nicht m�oglich ist, die strikte Randbedingung konstanten Volumenszu realisieren. | Als methodische Neuentwicklung im Zusammenhang mitden elastischen Gittergasen sei an dieser Stelle die konsistente Behandlungvon unbesetzten Pl�atzen im Rahmen von einfachen und kompakten Spin
ip{Algorithmen erw�ahnt.Bei Spin{ bzw. Pottsgl�asern tritt die Replika{Theorie an die Stelle dereinfachen Symmetrie{�Uberlegungen der einfachen Gittergase. Daraus l�a�tsich, f�ur Modelle mit unendlicher Reichweite der Wechselwirkung, die ef-fektive Landau{Entwicklung und damit die korrekte Form des \�nite sizescaling" f�ur �Uberg�ange zweiter Ordnung �nden. Im unendlichreichweitigenDrei{Zustands{Pottsglas �ndet man bei kleinen Systemen durch Vergleichmit der exakten L�osung gro�e Abweichungen, also Korrekturen zum Skalen.Im Sechs{Zustands{Pottsglas, das nach der Theorie eine Phasenumwandlungerster Ordnung ohne latente W�arme aufweist, ist es nicht ganz klar, wie das\�nite size scaling" durchzuf�uhren ist; die Ergebnisse lassen sich deshalb auchnicht ganz eindeutig interpretieren.Bei geladenen einzelnen Polymeren konnte sowohl die vorhergesagte\pearl{necklace"{Struktur im schlechten L�osungsmittel, inklusive der zu-geh�origen Skalenrelationen, nachgewiesen werden, als auch das vorhergesagteAdsorptionsverhalten einer einzelnen Kette im guten L�osungsmittel in Ge-genwart einer ungleichnamig geladenen Wand veri�ziert werden. Wiederumsind die Simulationen als komplement�ar zur analytischen Theorie und zumExperiment zu sehen. Experimentell ist es sehr schwierig, das Verhalten vonisolierten Ketten zu messen, und den Ein
u� von Gegenionen durch hinrei-25



chende Verd�unnung zu unterdr�ucken, w�ahrend die analytische Theorie dasModell ebenfalls nicht exakt l�ost (Minimierung der freien Energie nur ineinem niedrigdimensionalen Unterraum der konformationellen Freiheitsgra-de, Vernachl�assigung des unendlichreichweitigen Charakters der repulsivenWechselwirkung im gestreckten Zustand, also von logarithmischen Korrek-turen). Die Ergebnisse sind also auch hier als durchaus nichttrivial anzusehen.Insgesamt ho�t der Verfasser, anhand dieser Beispiele demonstriert zu ha-ben, wie Computersimulationen, kombiniert mit einem unterliegenden (z. T.zu testenden) physikalischen Bild bzw. einer unterliegenden Theorie, zu ei-nem echten Fortschritt im Verst�andnis des Verhaltens (insbesondere Phasen-verhaltens) von Systemen der statistischen Physik f�uhren k�onnen.
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A Phasen�uberg�ange mit Ankopplung desOrdnungsparameters an elastische Frei-heitsgradeA.1 AllgemeinesIn diesem Anhang soll erl�autert werden, wie Phasen�uberg�ange durch Ankopp-lung des Ordnungsparameters an elastische Verzerrungen in ihrem Verhaltenmodi�ziert werden. Die meisten Ph�anomene lassen sich relativ einfach imRahmen des Landau{Ginzburg{Wilson{Hamiltonians (LGW{Hamiltonians)verstehen, ohne da� der komplizierte Apparat der �{Entwicklung wirklicherforderlich ist, obwohl letztere nat�urlich in extenso auf das Problem ange-wendet worden ist. Auf die Literatur soll in einem gesonderten Abschnitt erstnach der Entwicklung der Theorie eingegangen werden.Die (zu gro�en Teilen aus der Literatur �ubernommene) Vorgehensweisesieht skizziert aus wie folgt: F�ur die elastischen Freiheitsgrade wird ein har-monischer Hamiltonian angesetzt; da nur die langwelligen Fluktuationen vonInteresse sind, ist eine Kontinuumsbeschreibung mittels der Elastizit�atstheo-rie ausreichend. Hierbei wollen wir uns auf den einfachsten Fall, ein isotropeselastisches Medium mit lediglich zwei unabh�angigen elastischen Konstanten,konzentrieren. Kristall{Anisotropien im elastischen Verhalten lassen sich imPrinzip ebenfalls behandeln, f�uhren aber zu einer starken Verkomplizierungder Analyse. Nach Au�assung des Verfassers ist der anisotrope Fall in derTat noch nicht v�ollig befriedigend gekl�art; die Probleme werden sp�ater imZusammenhang mit der Diskussion der Literatur erl�autert.Nachdem diese Fluktuationen durch geeignete statistisch unabh�angi-ge Freiheitsgrade ausgedr�uckt sind, k�onnen letztere direkt �uber Gau�{Integration eliminiert werden. Damit erh�alt man einen neuen e�ektiven Ha-miltonian nur im Ordnungsparameter, und dieser kann dann f�ur verschie-dene F�alle diskutiert werden. Konstitutiv ist hierbei die Tatsache, da� diemakroskopische Verzerrung des Festk�orpers eine andere elastische Konstan-te aufweist als die langwelligen Moden. Die Wechselwirkung weist also ei-ne Singularit�at beim Wellenvektor ~k = 0 auf, die bei zu geringer Sorgfaltleicht �ubersehen werden kann, was zu qualitativ falschen Resultaten f�uhrt.Insgesamt ergibt sich ein umparametrisiertes starres Ising{Modell mit einerzus�atzlichen langreichweitigen Wechselwirkung, die von der Struktur her ei-nem \equivalent neighbor model" identisch oder �ahnlich ist. Damit l�a�t sich27



die Analyse auf das Wechselspiel des starren Ising{Modells, dessen Verhaltenja bekannt ist, mit dieser langreichweitigen Wechselwirkung reduzieren. Wiewir sehen werden, l�auft dies im wesentlichen auf die Thermodynamik eineseinzelnen Parameters hinaus, und ist damit elementaren Methoden zug�ang-lich.Damit ergibt sich auch eine nichttriviale Abh�angigkeit des Verhaltensvom thermodynamischen Ensemble, je nachdem, ob die Randbedingungendie makroskopische Verzerrung erlauben oder nicht, und abh�angig davon, obdie makroskopische Mode an den Ordnungsparameter ankoppeln kann odernicht. Die Natur der Ankopplung (linear vs. quadratisch) spielt ebenfalls eineentscheidende Rolle. Dieses Programm soll nun im einzelnen durchgef�uhrtwerden.A.2 Elastische FluktuationenWir starten von einem d{dimensionalen Festk�orper mit periodischen Randbe-dingungen, der im unverzerrten Zustand die Abmessungen L�L�L�: : :�Lhaben m�oge, so da� sein Volumen V = Ld ist. Eine makroskopische Verzer-rung wird beschrieben durch die Koordinatentransformation~r0 = �$1 + $E� ~~r; (A.1)wo ~~r die Koordinate im unverzerrten Zustand und ~r0 im verzerrten Zustandist. $1 ist die Einheitsmatrix und $E eine beliebige symmetrische Matrix; dieBedingung der Symmetrie ist �aquivalent zur Elimination der trivialen ma-kroskopischen Rotation.Weiterhin ist die Koordinate ~~r zu verstehen als die Lage eines Volumen-elements, das um die Verschiebung ~u0(~r) aus einer urspr�unglichen Position ~rausgelenkt wurde: ~~r = ~r + ~u0(~r): (A.2)Linearisiert man bez�uglich der kleinen Gr�o�en $E und ~u0, so erh�alt man f�urdie gesamte Verschiebung~u(~r) = ~r0 � ~r =$E ~r + ~u0(~r): (A.3)Da das Feld ~u0(~r) mit den periodischen Randbedingungen des unverzerrtenFestk�orpers vertr�aglich sein mu�, kann es in eine Fourier{Reihe entwickelt28



werden: ~u(~r) =$E ~r +X~k 6=0X� ~u�(~k)~��(~k) exp �i~k � ~r� : (A.4)Hierbei durchlaufen die Wellenvektoren ~k die Werte ~k = (2�~n)=L (~n ganz-zahlig); ~k = 0 ist ausgeschlossen, da dies lediglich einer globalen Transla-tion des Systems entspricht. � = 0; 1; : : : ; d � 1 ist ein Polarisationsindex;die Polarisationsvektoren ~�� seien orthonormiert, ~�� � ~�� = ���. � = 0 be-zeichnet die longitudinale Mode, ~�0 = k̂ (Einheitsvektor in k{Richtung),w�ahrend � � 1 transversale Moden sind. Wir fordern die Symmetrierelatio-nen ~��(�~k) = �~��(~k) und ~u�(~k) = �~u�(�~k)?, die sicherstellen, da� das Ver-schiebungsfeld reell ist. Die Amplituden ~u�(~k) sowie die Matrix $E betrachtenwir als die unabh�angigen Freiheitsgrade des Systems, als Funktion derer wirden der Elastizit�atstheorie [15] entnommenen Hamiltonian aufschreiben:Hel = Z dd~r �K2 e��e�� + � �e���e��� : (A.5)Hierbei erstreckt sich die Integration �uber das Volumen des K�orpers. � und �sind kartesische Indizes, bez�uglich derer die Einsteinsche Summenkonventiongelten soll. Der Verzerrungstensor e�� h�angt mit dem Verschiebungsfeld �ubere�� = 12  @u�@r� + @u�@r� ! (A.6)zusammen, und �e�� bezeichnet dessen spurfreien Anteil:�e�� = e�� � 1d ���e

 : (A.7)Die Konstanten K > 0 und � > 0 sind der Kompressions{ bzw. Schermodul.Der makroskopische Verzerrungstensor $E wird ebenfalls in einen spurbehaf-teten und spurfreien Anteil aufgespalten:E�� = E0 1d��� + �E��; (A.8)mit E0 = E

 . Nach Einsetzen der Fourier{Entwicklung, Gl. A.4, erh�alt mane�� = E�� + i2X~k� exp �i~k � ~r� ~u�(~k) (k���� + k����) (A.9)29



sowie e�� = E0 + iX~k k~u0(~k): (A.10)Damit ergibt sich, unter Ausnutzung der RelationZ dd~r exp hi �~k � ~q� � ~ri = V �~k~q; (A.11)der elastische Hamiltonian alsHelV = K2 E20 + � �E�� �E�� (A.12)+12 �K + �2� 2d���X~k k2 ���~u0(~k)���2+�2 X~k d�1X�=1 k2 ���~u�(~k)���2 :Man sieht, da� die longitudinalen Moden eine andere elastische Konstantehaben als die transversalen, was nicht sonderlich �uberrascht, aber auch, da�die makroskopische Volumen�anderung E0 eine geringere elastische Konstantehat als die longitudinalen Moden. Dieser Unterschied, der von der endlichenScherstei�gkeit herr�uhrt, ist f�ur die weitere Diskussion von fundamentaler Be-deutung. Modelle wie etwa die erste Version des Baker{Essam{Modells [16],die einen verschwindenden Schermodul annehmen, weisen diesen Unterschiednicht auf, und sind in diesem Sinne als unphysikalisch anzusehen.A.3 Ordnungsparameter und KopplungWir betrachten nun ein skalares Ordnungsparameterfeld �(~r), das ebenfallsin eine Fourier{Reihe entwickelt wird:�(~r) =X~k ~�(~k) exp �i~k � ~r� = �0 +X~k 6=0 ~�(~k) exp �i~k � ~r� ; (A.13)hierbei gilt die Symmetrierelation ~�(~k) = ~�(�~k)?. Ohne Kopplung an dieelastischen Freiheitsgrade sei das System beschrieben durch den Landau{Ginzburg{Wilson{Hamiltonian (LGW{Hamiltonian)HLGW = Z dd~r �R2 (r�)2 + r02 �2 + u04! �4 �H�� ; (A.14)30



bzw., im Fourierraum, durchHLGWV = R2 X~k k2 ���~�(~k)���2 + r02 X~k ���~�(~k)���2 (A.15)+u04! X~k1~k2~k3 ~�(~k1)~�(~k2)~�(~k3)~�(�~k1 � ~k2 � ~k3)�H�0:Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, da� diese Form keinen Verlustan Allgemeinheit beinhaltet, d. h. da�, unabh�angig von etwaigen Symme-trie�uberlegungen, ein Term dritter Ordnung nicht mitgenommen werdenmu�. Gehen wir etwa von einer allgemeinen Landau{Theorie der Formf = �H0� + a2�2 + b3!�3 + c4!�4 (A.16)aus, wo � einen zun�achst \naiv" de�nierten Ordnungsparameter ohne spezi-elle Symmetrie bezeichnet, dann liefert die Transformation� = �� bc (A.17)genau die Standardform, mitH = H0 + abc � b33c2 (A.18)r0 = a� b22cu0 = c;wobei nat�urlich der konstante Beitrag weggelassen wurde. Dieser Sachverhaltist im wesentlichen der Inhalt der Theorie des \�eld mixing", die in der ein-gereichten Arbeit Nr. 1 kurz skizziert wird. Mit anderen Worten: Hat manes mit einem einkomponentigen Ordnungsparameter zu tun, und beinhaltetdie Landau{Entwicklung eine Invariante dritter Ordnung, so l�a�t sich diesestets loswerden, indem man umparametrisiert und eine Ankopplung an ein�au�eres Feld zul�a�t. Die Aussage, da� eine Invariante dritter Ordnung einenPhasen�ubergang erster Ordnung erzwingt, stellt sich dann in diesem Bild ge-nauer dar als eine Linie erster Ordnung (mit nichtverschwindender Steigung)im (H0; a){Phasendiagramm, die durchaus an einem kritischen Punkt endenkann. 31



F�ur kleine Felder � und kleine Verzerrungen wird die Kopplung niedrig-ster Ordnung die Form Hc = g Z dd~r�(~r)e��(~r) (A.19)haben. Diese wird diktiert von der Bedingung, da� sowohl das Ordnungs-parameterfeld als auch der Verzerrungstensor linear auftreten sollten, derLokalit�at, und der Drehinvarianz: Der einzige Skalar, den man in linearerOrdnung aus einem Tensor zweiter Stufe bilden kann, ist dessen Spur | manbeachte, da� � als Skalarfeld ohnehin drehinvariant ist. Das Vorzeichen derKopplungskonstante g ist bedeutungslos; es gibt lediglich an, ob das Systembei Erh�ohung von � eine Ausdehnung oder eine Schrumpfung bevorzugt. DasModell der eingereichten Arbeit Nr. 4 f�uhrt genau auf eine derartige Kopp-lung; im physikalischen Bild besagt sie, da� das System sich ausdehnen will,wenn die Germanium{Konzentration erh�oht wird.Es gibt jedoch F�alle, in denen die Symmetrie des Systems eine Kopplungder obigen Form verbietet. Dies ist zum einen der Fall, wenn der Ordnungspa-rameter eine magnetische Interpretation besitzt; Gl. A.19 ist nicht invariantgegen�uber Spinumkehr. Zum anderen tritt dies bei �Uberstruktur{�Uberg�angenauf, etwa in bin�aren Legierungen oder adsorbierten Monoschichten (wie in dereingereichten Arbeit Nr. 6). Hier ist � ein Ordnungsparameter mit antiferro-magnetischer Natur, und der Hamiltonian mu� ebenfalls invariant gegen�uberder Transformation � ! �� sein, da letztere einfach einer Vertauschungzweier Untergitter entspricht. In derartigen F�allen ist somit die Kopplungniedrigster Ordnung von der FormHc = g Z dd~r�(~r)2e��(~r): (A.20)Die Diskussion dieses Falles wird verschoben auf Abschnitt A.7; bis auf weite-res wollen wir stets von der linearen Kopplung, Gl. A.19 ausgehen. Bevor wirdies tun, wollen wir aber zun�achst den Zusammenhang der Kopplungstermemit mikroskopischen Modellen noch etwas genauer er�ortern.A.4 Kopplung und mikroskopische ModelleF�ur das kompressible Ising{Modell k�onnen wir mikroskopisch davon ausge-hen, da� eine Abstandsabh�angigkeit der magnetischen Austauschkonstantenvorliegt: H = �Xi<j Jij(rij)SiSj �H0Xi Si; (A.21)32



wo i die Gitterpl�atze numeriert, rij den Abstand zwischen den Pl�atzen i undj bezeichnet, und die Spinvariable Si die Werte �1 annehmen kann. Nun ist,nach De�nition des Verschiebungsfeldes, ~ri = ~r0i + ~u(~r0i ). F�ur benachbarteGitterpl�atze i und j wird ~u(~r0j ) nur wenig von ~u(~r0i ) abweichen. Dies erlaubtes, rij bis zur linearen Ordnung im Verzerrungstensor zu entwickeln:rij � r0ij �1 + e�� r̂0ij�r̂0ij�� ; (A.22)Jij(rij) � Jij(r0ij) + dJijdr r0ije�� r̂0ij�r̂0ij�; (A.23)wo r̂ij den Einheitsvektor in Richtung von ~rij bezeichnet. Summiert man nun�uber eine Nachbarschale, so ist hier dJij=dr konstant, und der Tensor r̂ij�r̂ij�erh�alt die Punktsymmetrie des Gitters, wird also, bei kubischer Symmetrie,ein Vielfaches des Einheitstensors. Damit bleibt lediglich die Spur e�� stehen.Der Term SiSj wird dann zum feldtheoretischen �Aquivalent �2, womit f�urdiesen Fall Gl. A.20 gezeigt ist.Im Falle eines Gittergases setzt man Si = +1 f�ur ein A{Atom und Si = �1f�ur ein B{Atom, und schreibt die Energie der ij{Bindung alsHij = 14 (1 + Si + Sj + SiSj) vAA(rij) (A.24)+ 14 (1� Si � Sj + SiSj) vBB(rij)+ 12 (1� SiSj) vAB(rij);wo vAA das Potential zweier A{Teilchen ist, etc. Au�er f�ur sehr speziellePotentiale bleibt somit ein abstandsabh�angiger Term linear in den Spins ste-hen. Mit den analogen Manipulationen wie oben f�uhrt dies dann direkt aufdie lineare Kopplung, Gl. A.19, wenn die Gesamt{Magnetisierung als Ord-nungsparameter interpretiert werden kann, d. h. also wenn das System zurEntmischung und nicht zur �Uberstrukturbildung tendiert. Es gibt nat�urlichauch einen quadratischen Term in �, aber dieser ist von h�oherer Ordnung undkann daher f�ur die Analyse des kritischen Verhaltens vernachl�assigt werden.F�ur den Fall der Bildung einer antiferromagnetischen Struktur wollen wiruns auf den einfachen Fall beschr�anken, da� diese �uber zwei Untergitter aund b beschrieben werden kann, so da� der Ordnungsparameter � = �a � �bist, wo �a und �b die Untergittermagnetisierungen sind. Andernfalls h�atteder Ordnungsparameter nicht mehr die einfache skalare Struktur. Analog zu33



vorher hat dann der Kopplungs{Hamiltonian die GestaltHc = gl Z dd~r (�a(~r) + �b(~r)) e��(~r) + gq Z dd~r�a(~r)�b(~r)e��(~r): (A.25)Nun ist aber �a + �b = �, also die Gesamt{Magnetisierung, die an denPhasen�ubergang �uberhaupt nicht ankoppelt (die Variable ist zum Ordnungs-parameter orthogonal). Infolgedessen tritt also keine lineare Kopplung auf,w�ahrend eine quadratische Kopplung im Ordnungsparameter stehenbleibt,wie man anhand der Identit�at �a�b = (�a+�b)2=4� (�a��b)2=4 unmittelbarveri�ziert.A.5 E�ektiver Hamiltonian bei linearer KopplungAus Gl. A.10, A.13 und A.19 ergibt sichHcV = g�0E0 + igX~k 6=0 k ~�(~k)?~u0(~k): (A.26)Man erkennt hieran, da� die transversalen elastischen Moden, sowie derScheranteil der globalen Verzerrung (also der spurfreie Anteil von $E) �uber-haupt nicht an den Ordnungsparameter ankoppeln. Diese Freiheitsgradek�onnen wir uns somit (gau�isch) ausintegriert denken, bzw. ignorieren. Nachquadratischer Erg�anzung erh�alt manHel +HcV = �12 g2K�20 � 12 g2K + (2� 2=d)�X~k 6=0 ���~�(~k)���2 (A.27)+12K �E0 + gK�0�2+12 �K + �2� 2d���X~k 6=0 �����k~u0(~k)� i gK + (2� 2=d)� ~�(~k)�����2 :Der letzte Term kann auf jeden Fall ignoriert werden, indem die stets pr�asen-ten longitudinalen Fluktuationen herausintegriert werden. Das gleiche gilt f�urden vorletzten Term, falls das Ensemble Fluktuationen in E0 zul�a�t, d. h.also falls das System bei konstantem Druck betrachtet wird. Andernfalls (beikonstantem Volumen) ist E0 konstant. Diese Konstante kann jedoch in einerUmde�nition des Feldes H im LGW{Hamiltonian (siehe Gl. A.15) absorbiert34



werden; damit k�onnen wir im Falle konstanten Volumens von E0 = 0 ausge-hen. Dann k�urzt sich der vorletzte Term gerade gegen den ersten. Der zweiteTerm kann ebenfalls im LGW{Hamiltonian absorbiert werden, indem mandie Ersetzung r0 ! r = r0 � g2K + (2� 2=d)� (A.28)vornimmt, was einer Verschiebung der kritischen Temperatur nach oben ent-spricht. Ab sofort wollen wir unter HLGW den Landau{Ginzburg{Wilson{Hamiltonian mit dieser verschobenen Kopplung verstehen. Allerdings enth�altder zweite Term nur Moden ~k 6= 0, was eine Korrektur bei ~k = 0 erfordert.Hierzu ist es n�utzlich, den ParameterJ = g22  1K � 1K + (2� 2=d)�! > 0 (A.29)einzuf�uhren (die F�alle d = 1 bzw. � = 0 sind selbstverst�andlich ausgeschlos-sen). Damit ergit sich f�ur den Gesamt{Hamiltonian schlie�lichHV = HLGWV � J�20 + 12K �E0 + gK�0�2 ; (A.30)so da� s�amtliche mikroskopischen Fluktuationen im umde�nierten Landau{Ginzburg{Wilson{Hamiltonian absorbiert sind, und das kritische Verhaltendiskutiert werden kann in Abh�angigkeit vom thermodynamischen Ensemble,d. h. in Abh�angigkeit von den Bedingungen, die an die makroskopischenVariablen �0 und E0 gestellt werden.A.6 Phasen�uberg�ange bei linearer KopplungA.6.1 Kanonisches EnsembleHierunter wollen wir den Fall eines festgehaltenen Ordnungsparameters ver-stehen, �0 = const.. Damit k�onnen die beiden letzten Terme in Gl. A.30als Konstanten betrachtet, also ignoriert werden, so da� lediglich der ur-spr�ungliche LGW{Hamiltonian �ubrig bleibt. Das kritische Vehalten ist somitidentisch mit dem des urspr�unglichen Ising{Systems.A.6.2 Gro�kanonisches EnsembleIm \gro�kanonischen" Ensemble, in dem Fluktuationen in der Variablen �0zugelassen sind, mu� unterschieden werden zwischen den F�allen konstanten35



Drucks und konstanten Volumens. Im ersten Fall k�onnen die Fluktuationenin E0 herausintegriert werden, was dem Weglassen des letzten Terms in Gl.A.30 entspricht, so da� au�er dem Landau{Ginzburg{Wilson{Term noch einMean{Field{artiger Term mit unendlicher Wechselwirkungsreichweite �ubrig-bleibt, der die Ordnung zus�atzlich beg�unstigt. Das kritische Verhalten istdann Mean{Field{artig, wie weiter unten noch gezeigt werden soll. Im Fallekonstanten Volumens ist E0 = 0, so da� ebenfalls ein Mean{Field{artigerTerm �ubrigbleibt, diesmal aber mit KopplungskonstanteJ � K2 g2K2 = �g22 1K + (2� 2=d)� < 0; (A.31)also der Ordnung entgegenwirkend. Diese beiden F�alle sollen nun genauerbetrachtet werden.Konstanter Druck. Im Falle konstanten Drucks ist es relativ einfach, daskritische Verhalten als Mean{Field{artig nachzuweisen. Hierzu gehen wir ausvon der freien Energie, die wir mit � = 1=(kBT ) als Funktionalintegral �uberdas Ordnungsparameterfeld ausdr�ucken k�onnen:F = �kBT ln Z 1�1 d�0 Z D0� exp n�� �HLGW � V J�20�o= �kBT ln Z 1�1 d�0 exp n�� �F0(T; �0)� V J�20�o : (A.32)Hier ist J > 0, und R D0� bezeichnet die Integration �uber alle Feldkompo-nenten au�er �0; die zweite Gleichung ist als De�nition von F0 aufzufassen.Wir betrachten nun das System bei einer Temperatur oberhalb der kritischenTemperatur von HLGW . Hier sind die thermodynamischen Zustandsfunktio-nen des LGW{Systems, also insbesondere F0, bekanntlich analytisch. Fernerist F0 extensiv. Es ist daher hier streng gerechtfertigt, f�ur F0 die Form einerLandau{Theorie aufzuschreiben:F0V = f0 = a(T )�20 + b(T )�40 + : : : : (A.33)Da sich nun die Integration in der Zustandssumme nur noch �uber einen ein-zigen Freiheitsgrad erstreckt, wird die Ersetzung dieser Integration durch dieMinimierung der freien Energie im thermodynamischen Limes exakt:limV!1 FV = limV!1 @F@V = limV!1Df0 � �J�20E = min�0 �f0 � �J�20� : (A.34)36



Das Gesamtsystem hat damit einen Mean{Field{artigen kritischen Punkt,der gegeben ist �uber die Bedingunga (Tc) = JkBTc : (A.35)Da an dieser Stelle a noch echt positiv ist, ist das System in der Tat nochoberhalb des kritischen Punkts des LGW{Systems. Mit anderen Worten:Bevor das System �uberhaupt den kritischen Punkt des LGW{Hamiltonianserreichen kann, f�uhrt der Mean{Field{artige Kopplungsterm bereits zur Aus-bildung der geordneten Phase. Die Landau{Theorie ist somit f�ur derartigeSysteme streng g�ultig, und zwar bis einschlie�lich hinunter zur Raumdimen-sion d = 2.An dieser Stelle seien noch ein paar Bemerkungen zu den elastischen Frei-heitsgraden und ihrem Verhaltem am Phasen�ubergang angef�ugt. Zun�achstmu� man sich dar�uber im klaren sein, da� K und � zu verstehen sind als\nackte" elastische Konstanten, also als diejenigen elastischen Konstanten,die das System h�atte, wenn der Ordnungsparameter �uberall identisch Nullw�are. Die wahren elastischen Konstanten, die aus dem Hamiltonian des Ge-samtsystems resultieren, sind davon verschieden, und zwar zum Teil dra-matisch. In der Tat sollte am kritischen Punkt der Kompressionsmodul ~K(wir verwenden ein anderes Symbol, um eine Verwechslung mit dem nacktenWert K auszuschlie�en) verschwinden, bzw. die Kompressibilit�at divergieren.Dies mu� so sein, da durch die starke (lineare) Kopplung die Fluktuationendes Gesamtvolumens proportional zu denen des Ordnungsparameters seinm�ussen. Erstere liefern aber nach einer Standard{Fluktuationsrelation dieKompressibilit�at, letztere die Ordnungsparameter{Suszeptibilit�at, die ja amkritischen Punkt divergiert.Dies bedeutet aber, da� es auch m�oglich ist, die Phasen und den Pha-sen�ubergang direkt �uber das Volumen selbst als Ordnungsparameter zu cha-rakterisieren. Im physikalischen Bild der Silizium{Germanium{Mischung istdann also nicht mehr von der Si{reichen bzw. Ge{reichen Phase die Re-de, sondern, �aquivalent dazu, von der \geschrumpften" und der \ausge-dehnten" Phase. Ein alternativer theoretischer Zugang besteht somit darin,den LGW{Hamiltonian direkt in den elastischen Variablen aufzuschreiben,und die Spin{artigen Variablen von Anfang an zu ignorieren. Der kritischePunkt ist dann dadurch charakterisiert, da� der Kompressionsmodul, derjetzt nat�urlich von thermodynamischen Variablen wie Temperatur und Zu-sammensetzung abh�angt, verschwindet. Der Vorteil dieses Zugangs besteht37



darin, da� man es von vornherein nur mit einer Sorte von Variablen zu tunhat. Die Verschiedenheit der langwelligen von den makroskopischen ~k = 0Fluktuationen ist bei einer solchen Beschreibung noch voll ber�ucksichtigt, dadies ja ein inh�arent elastisches Ph�anomen ist. Somit ist zu erwarten, da� dieseBeschreibung auf identische Vorhersagen bez�uglich des kritischen Verhaltensf�uhren sollte. Dies ist in der Tat der Fall, wie im Kapitel �uber die Litera-tur gezeigt werden soll. Der Phasen�ubergang l�a�t sich ganz zwanglos in dieallgemeine Theorie der elastischen strukturellen �Uberg�ange [17] einordnen,die genau den skizzierten Weg (elastische Verzerrung als Ordnungsparame-ter) w�ahlt. Anhand dieser Theorie ist dann auch klar ersichtlich, da� kubi-sche Anisotropie (wie im simulierten Modell der Arbeit 4) an der VorhersageMean{Field{artigen Verhaltens nichts �andert. Es sei aber auch bemerkt, da�diese M�oglichkeit nur besteht, wenn die elastische Verzerrung als prim�arerOrdnungsparameter angesehen werden kann, also nur bei linearer, nicht aberquadratischer Kopplung.Konstantes Volumen. Der Fall einer negativen Kopplung J ist deutlichschwieriger zu analysieren. O�ensichtlich kann das System ungehindert denkritischen Punkt des LGW{Hamiltonians erreichen, ohne da� es vorher be-reits zu Ordnungsph�anomenen kommen w�urde. Es steht aber zu erwarten,da� dann der Mean{Field{Term, der �0 = 0 bevorzugt, die kritischen Fluk-tuationen unterdr�uckt. Da� dies in der Tat so ist, l�a�t sich vermutlich am ein-fachsten anhand von \�nite size scaling"{�Uberlegungen einsehen. Die Tempe-ratur sei also exakt die kritische Temperatur des LGW{Systems, die wir mitT0 bezeichnen wollen. Damit gilt f�ur die Momente des Ordnungsparametersh�n0i = R1�1 d�0P (L; �0) exp n 1kBT0V J�20o�n0R1�1 d�0P (L; �0) exp n 1kBT0V J�20o ; (A.36)wo P (L; �0) die Ordnungsparameter{Verteilung des reinen LGW{Systemsist, und nach der Theorie des \�nite size scaling" (siehe eingereichte ArbeitNr. 1) die Form P (L; �0) = L�=� ~P �L�=��0� (A.37)haben mu�, wo � und � die bekannten kritischen Exponenten des reinenLGW{Systems in Standardnotation sind. Nach Einf�uhren der Variable x =38



L�=��0 nimmt dies die Formh�n0 i = L��n=� R1�1 dx ~P (x) exp n 1kBT0Ld�2�=�Jx2o xnR1�1 dx ~P (x) exp n 1kBT0Ld�2�=�Jx2o (A.38)an. Nun ist aber nach den Skalenrelationen d � 2�=� = 
=� > 0 (falls dasLGW{System Mean{Field{artig ist, also f�ur d � 4, hat man anstelle diesesExponenten den Wert d=2, siehe Arbeit Nr. 1, der aber ebenfalls positiv ist).Man hat somit die Verteilung ~P (x), gewichtet mit einer Gau�{Verteilung, dief�ur gro�e L sehr scharf um den Wert Null zentriert ist (man beachte J < 0).Man kann daher f�ur gro�e Systeme ~P (x) durch ~P (0) ersetzen; damit f�allt dieAbh�angigkeit von ~P heraus. Zur�ucktransformieren auf die Variable �0 liefertdann h�n0i = R1�1 d�0 exp n 1kBT0V J�20o�n0R1�1 d�0 exp n 1kBT0V J�20o ; (A.39)also v�ollig triviale Gau�{Statistik, wie man sie f�ur nicht{kritische Systemekennt.Unterhalb von T0 k�onnen wir wieder mit einer extensiven freien EnergieF0 argumentieren, m�ussen hier aber den Tatbestand der Koexistenz zweierPhasen, charakterisiert durch die Ordnungsparameterwerte �+ und ��, inRechnung stellen:f0 = F0V = �0 � ���+ � ��f(�+)� �0 � �+�+ � ��f(��): (A.40)Da der Ordnungsparameter so de�niert ist, da� er Ising{Symmetrie aufweist,ist �� = ��+ und f(�+) = f(��). Damit ist f0 = f(�+) = const.. Damitf�uhrt die Minimierung von f0�J�20 wegen J < 0 stets auf die triviale L�osung�0 = 0. Die Interpretation ist Folgende: Jede Abweichung des Ordnungspa-rameters von �0 = 0 setzt das System global unter �Uber{ oder Unterdruck.Das Volumen war gerade so gew�ahlt worden, da� � = 0 energetisch bevor-zugt ist (eine andere Wahl w�urde den bevorzugten Wert verschieben). Eineglobale Abweichung von � = 0 kostet damit eine freie Energie, die mit Ld ska-liert. Eine Phasengrenz
�ache kostet aber nur einen Betrag, der mit Ld�1 ska-liert, und wird somit bevorzugt sein. D. h. unter Abk�uhlen wird das Systemdiese Grenz
�ache ganz allm�ahlich ausbilden, und dabei �uberhaupt keinenPhasen�ubergang im Sinne einer thermodynamischen Singularit�at durchlau-fen. Dieses Verhalten ist vielleicht aber ein Artefakt der einfachen linearen39



Kopplung, wie sie in Gl. A.19 angesetzt worden war. In einer physikalischenSituation wie der vorliegenden mu� man sicher auch die elastische Energie,welche die Ausbildung einer Grenz
�ache kostet, mit ber�ucksichtigen, und esist unklar, inwieweit dies das Verhalten �andert.Aus Gl. A.38 liest man die L�angenskalal0 / jJ j� �
 (A.41)ab, die wir in Anlehnung an die Sprechweise der Polymerphysik als \elastischeBlob{Gr�o�e" bezeichnen wollen. Zur Interpretation dieser Skala betrachtenwir das System, das zun�achst nur dem reinen LGW{Hamiltonian unterworfensein soll, in der N�ahe von T0. Die Korrelationsl�ange � und die Suszeptibilit�at� sind gro�, aber endlich, und es gilt � / �
=�. In einem Korrelationsvolumenist somit die mittlere quadratische Fluktuation des OrdnungsparametersD�2E� / kBT0��d / kBT0�
=��d (A.42)und die assoziierte elastische Energie nach Gl. A.30�F / �d jJ j kBT0�
=��d / jJ j kBT0�
=�: (A.43)Bei � = l0 ist also gerade �F = kBT . Mit anderen Worten: Das Anwachsender Korrelationsl�ange wird durch die elastischen Verzerrungen bestraft, undist daher nur im Rahmen von thermischen Fluktuationen erlaubt. � kann da-her nur bis zur Skala l0 anwachsen. Der Phasen�ubergang ist somit �uber einengewissen Temperaturbereich \ausgeschmiert", welcher gegeben ist durch dieBedingung � = l0; unterhalb davon erfolgt nicht etwa das Ordnen in eineeinzelne Phase, sondern der Aufbau einer Grenz
�ache.Dieses Szenario bedeutet also, da� die urspr�unglich existente Linie er-ster Ordnung im (T;H){Diagramm (H das zum Ordnungsparameter kon-jugierte Feld) aufgespalten wird in zwei Linien erster Ordnung. In der Tat,beschreibt man die urspr�unglich vorhandene Phasenkoexistenz durch eineLandau{Theorie der Gestaltf = a�20 + b�40 �H�0 (A.44)mit a < 0; b > 0, so mu� man nun unter Ber�ucksichtigung der M�oglichkeiteiner Grenz
�ache zumindest zwei Ordnungsparameterwerte einf�uhren, �1 f�ur40



die \rechte" H�alfte des Systems, und �2 f�ur die \linke" (bzw. vermutlich eherdie \innere" und die \�au�ere"). Das System wird dann beschrieben �uberf = 12 na ��21 + �22�+ b ��41 + �42��H (�1 + �2)o� 14J (�1 + �2)2 (A.45)mit J < 0. Ohne den Kopplungsterm J sind �1 und �2 unabh�angig; eine ho-mogene Phase erh�alt man dann nur �uber Einbeziehung der Grenz
�achenener-gie, die hier �uberhaupt nicht ber�ucksichtigt ist. Mit dem Kopplungsterm je-doch sind �1 und �2 antikorreliert, so da� beiH = 0 die Gleichgewichtsl�osung�1 = ��2 ist. Ein hinreichend starkes Feld H wird jedoch die \ung�unstige"H�alfte umdrehen; dies ist ein typischer feldgetriebener �Ubergang erster Ord-nung. Die \+"{ und die \�"{Phase, die urspr�unglich nur durch eine Linieerster Ordnung voneinander getrennt waren, werden nun durch eine neueweitere Phase mit einer Grenz
�ache voneinander getrennt. Die beiden Lini-en erster Ordnung enden in kritischen Punkten; da die beiden Subvoluminagegenseitig als Volumen{Reservoir fungieren k�onnen, steht zu vermuten, da�diese kritischen Punkte dann ebenfalls Mean{Field{Charakter haben.Es sei nochmals betont, da� dieser Fall in erster Linie der Vollst�andig-keit halber diskutiert worden ist; in der physikalischen Realit�at l�a�t sich dasbetrachtete Ensemble, wo das System mit der Umgebung zwar Teilchen aus-tauscht, aber kein Volumen, vermutlich nur sehr schwer realisieren. Auch hatdie Betrachtung die elastische Energie v�ollig unber�ucksichtigt gelassen, dieder Aufbau der Grenz
�ache kostet. In diese Richtung sind ganz klar noch ge-nauere Untersuchungen erforderlich. Insbesondere bietet sich an, das Systemder Arbeit Nr. 4 auch einmal bei konstantem Volumen zu simulieren.A.7 Phasen�uberg�ange bei quadratischer KopplungIm Falle einer quadratischen Kopplung (siehe Gl. A.20) liegt es nahe,zun�achst die Substitution  (~r) = �(~r)2 vorzunehmen, die analoge Nota-tion bez�uglich Fourier{Entwicklung etc. einzuf�uhren, und den Kopplungs{Hamiltonian direkt abzuschreiben:Hel +HcV = �J 20 � 12 g2K + (2� 2=d)�X~k ��� ~ (~k)���2 (A.46)+12K �E0 + gK 0�2 ;41



hierbei wurden bereits alle elastischen Freiheitsgrade au�er E0 ausintegriert,und J > 0 ist de�niert wie in Gl. A.29. Nun ist aberV X~k ��� ~ (~k)���2 = Z dd~r (~r)2 = Z dd~r�(~r)4; (A.47)somit kann der zweite Term in HLGW absorbiert werden durch die Umde�-nition u04! ! u4! = uo4! � 12 g2K + (2� 2=d)�: (A.48)O�ensichtlich mu� hier unterschieden werden zwischen dem Fall schwacherKopplung, wo u nach wie vor positiv ist, und dem Fall starker Kopplung, wou < 0 ist. Hierauf soll sp�ater genauer eingegangen werden. Ab sofort wollenwir jedenfalls unter HLGW den LGW{Hamiltonian mit dem verschobenenWert von u verstehen. Weiterhin ist 0 = 1V Z dd~r (~r) = 1V Z dd~r�(~r)2 =X~k ���~�(~k)���2 ; (A.49)so da� sich insgesamt als e�ektiver HamiltonianHV = HLGWV � J 0@X~k ���~�(~k)���21A2 + 12K 0@E0 + gK X~k ���~�(~k)���21A2 (A.50)ergibt. O�ensichtlich macht die Unterscheidung zwischen kanonischem undgro�kanonischem Ensemble hier wenig Sinn, da die Korrekturterme stetseinen Beitrag liefern, unabh�angig davon, ob �0 festgehalten ist oder nicht.Die Unterscheidung zwischen konstantem Druck und konstantem Volumen istaber wieder wichtig: Im ersten Fall kann der letzte Term weggelassen werden,so da� eine Kopplung J > 0 stehenbleibt. Im zweiten Fall ist E0 = const.,aber der konstante Beitrag kann in einer Umde�nition von r0 im LGW{Hamiltonian absorbiert werden, so da� wir wieder E0 = 0 setzen k�onnen.Wiederum haben wir es dann mit einer negativen Kopplung J < 0 zu tun.Es geht somit darum, den HamiltonianHV = HLGWV � J 0@X~k ���~�(~k)���21A2 (A.51)f�ur die F�alle J > 0 (konstanter Druck) und J < 0 (konstantes Volumen) zudiskutieren. 42



Zun�achst ist klar, da� eine starke Kopplung stets zu einem Phasen�uber-gang erster Ordnung f�uhren wird. In diesem Fall ist n�amlich u nach Gl. A.48negativ, und die Entwicklung des Hamiltonians nach Potenzen des Ordnungs-parameters darf erst nach der sechsten Ordnung (die dann einen positivenKoe�zienten hat) abgebrochen werden. Auf dem Niveau der Landau{Theorieentspricht dies einem Potential, das drei Minima zul�a�t, eines bei � = 0, undzwei bei � = ��sp. Je nachdem, ob die freie Energie bei � = 0 gr�o�er oderkleiner ist als die bei ��sp, liegt entweder eine ungeordnete oder eine geord-nete Phase vor, die also durch einen temperaturgetriebenen Phasen�ubergangerster Ordnung voneinander getrennt sind. Beim Sprung des Ordnungspa-rameters auf einen endlichen Wert wird, bei konstantem Druck, auch dasVolumen des K�orpers einen Sprung erleiden (nach oben oder unten, je nachVorzeichen von g). Im Feld{Temperatur{Phasendiagramm stellt sich dieserPunkt nat�urlich als ein Tripelpunkt dar, an dem die Linie erster Ordnungbei H = 0 aufspaltet in zwei Linien erster Ordnung. Diese Linien erster Ord-nung enden dann wiederum in kritischen Punkten; diese liegen jedoch beiendlichen Werten des Ordnungsparameters. Transformiert man auf die Ab-weichung von diesem endlichen Wert, so sieht man, da� f�ur diese kritischenPunkte eine lineare Kopplung, und damit das im vorigen Abschnitt Gesagtezutre�en sollte.Dies ist jedoch lediglich das triviale Szenario, das zu einem �Ubergangerster Ordnung f�uhrt. Wesentlich subtiler ist die Tatsache, da� selbst beipositivem u ein �Ubergang erster Ordnung vorliegt, solange das System kon-stantem Druck (bzw. positivem J) unterworfen ist, und HLGW einen posi-tiven Exponenten der spezi�schen W�arme � besitzt (also etwa im Falle desdreidimensionalen Ising{Modells). Es ist dies ein E�ekt, der prinzipiell voneiner Mean{Field{Theorie nicht zu erfassen ist, da dort stets � = 0 gilt.Nat�urlich geht die St�arke dieses �Ubergangs f�ur J ! 0 gegen Null. Wei-terhin gilt im Falle konstanten Volumens (bzw. f�ur negatives J), da� derPhasen�ubergang zweiter Ordnung ist, bis die Kopplung g so stark ist, da�u negativ wird. Falls hier wieder �(HLGW ) > 0 ist, zeigt das System in-teressanterweise keineswegs Ising{Exponenten, sondern Fisher{renormierteExponenten, also �eff = ��=(1 � �), �eff = �=(1 � �), �eff = �=(1 � �),
eff = 
=(1 � �), etc. F�ur � > 0 hat man also reines Ising{Verhalten le-diglich im Grenzfall J = 0, der z. B. dadurch zu realisieren ist, da� dieelastischen Konstanten nach Unendlich tendieren (deswegen die Sprechweise\starres Ising{Modell"). Diese Zusammenh�ange sollen nun genauer erl�autertwerden. 43



A.7.1 Konstanter Druck, J > 0Die Wechselwirkung vierter Ordnung in Gl. A.51 l�a�t sich f�ur J > 0 mit Hilfeeiner Hubbard{Stratonovich{Transformation in den Gri� bekommen. Hierzubenutzt man die Identit�at f�ur a > 0Z 1�1 dx exp ��ax2 � �x� = ��a�1=2 exp +�24a! ; (A.52)die hier von rechts nach links zu lesen und auf den Boltzmann{Faktor desJ{Terms anzuwenden ist. Damit wird die Zustandssumme zuZ = Z 1�1 dx Z D� exp8<:��HLGW (r)� x24�V J � xX~k ���~�(~k)���29=; ; (A.53)wo � = 1=(kBT ) ist und triviale konstante Vorfaktoren (wie auch im folgen-den) weggelassen werden. Damit kann der verbleibende �{abh�angige Termvollst�andig in HLGW absorbiert werden:Z = Z 1�1 dx Z D� exp(��HLGW (r + 2�V x)� x24�V J) : (A.54)An dieser Stelle f�uhren wir f0(r) ein, die freie Energie pro Volumen des reinenLGW{Systems. Diese Funktion kann, zumindest bez�uglich ihres asymptoti-schen kritischen Verhaltens, als bekannt vorausgesetzt werden. Damit lassensich die �{Freiheitsgrade herausintegrieren:Z = Z 1�1 dx exp(��V f0(r + 2�V x)� x24�V J) : (A.55)Sei nun rc derjenige r{Wert, f�ur den HLGW kritisch ist. Wir transformierennun auf die Variable y = r � rc + 2x=(�V ), so da� der LGW{Teil gerade ander Stelle y = 0 kritisch ist. Mit f(y) = f0(r + 2�V x) = f0(y + rc) erhaltenwir somit Z = Z 1�1 dy exp(��V f(y)� �V16J (y � r + rc)2) : (A.56)Damit l�a�t sich die Integration im thermodynamischen Limes wieder durcheine Minimierung der freien Energie ersetzen:f(y) + 116J (y � r + rc)2 != Min. (A.57)44



oder �8Jf 0(y) = y � r + rc: (A.58)Abgesehen von regul�aren Termen hat f die Form f(y) = �A jyj2��, wo A > 0eine kritische Amplitude ist. Daraus folgt f�ur obige Gleichungg(y) := 8JA(2� �) jyj1�� sign(y) = y � r + rc: (A.59)Die linke Seite sieht nun qualitativ verschieden aus, je nachdem, ob � positivoder negativ ist. Diese Situation ist in Abbildung 1 illustriert.� > 0 � < 0J > 0
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yAbbildung 1: Graphische L�osung von Gl. A.59.Die rechte Seite von Gl. A.59 ist eine Gerade mit Steigung 1, die beiVariation der Temperatur verschoben wird, und zwar bei hohen Temperatu-ren nach unten, und bei tiefen Temperaturen nach oben. Die Funktion aufder linken Seite der Gleichung wird umso 
acher, je geringer die KopplungJ ist. Bei hohen und bei niedrigen Temperaturen gibt es jeweils nur eineL�osung, w�ahrend bei Temperaturen nahe beim kritischen Punkt von HLGWdrei L�osungen existieren. Zun�achst soll die Stabilit�at dieser L�osungen unter-sucht werden. O�ensichtlich mu� f�ur eine stabile L�osung (also eine, die inder Tat ein Minimum und kein Maximum liefert) gelten: f 00(y)+1=(8J) > 0,45



bzw., da g = �8Jf 0 ist, 1 > g0(y). Eine L�osung ist also dann stabil, wenndie Kurve g am Schnittpunkt 
acher ist als die Gerade. Dementsprechendgibt es f�ur � < 0 stets nur eine stabile L�osung (die mittlere), und demgem�a�einen Phasen�ubergang zweiter Ordnung, w�ahrend f�ur � > 0 nur die beiden�au�eren L�osungen stabil sind, so da� das System in einem Phasen�ubergangerster Ordnung von einer L�osung zur anderen springt.Der Fall � < 0 verdient noch etwas genauere Diskussion. Das scheinbareParadox, wonach in einem gewissen Temperaturbereich anscheinend �uber-haupt keine stabilen L�osungen existieren, erkl�art sich nat�urlich aus der Nicht-ber�ucksichtigung der regul�aren Terme. Diese k�onnen in der N�ahe des kriti-schen Punktes dadurch ber�ucksichtigt werden, da� der Funktion g(y) nocheine Gerade positiver Steigung �uberlagert wird. Die Steigung ist positiv, dadie spezi�sche W�arme am kritischen Punkt positiv und endlich ist; zugleichist sie aber auch klein, da die Funktion g den kleinen Faktor J enth�alt. Inf�uhrender Ordnung ist dann g eben diese Gerade, so da� wir y / r�rc �nden.Die kritischen Exponenten sind damit identisch mit denen des urspr�unglichenLGW{Hamiltonians.A.7.2 Konstantes Volumen, J < 0F�ur diesen Fall gehen wir von der Hypothese aus, da� wir das Verfahren desletzten Abschnitts bez�uglich J in den negativen Bereich analytisch fortsetzend�urfen. Das Rezept ist damit: Man l�ose Gl. A.59 bez�uglich y, und setze dengefundenen Wert in die Funktion f(y) + (y � r + rc)2 =(16J) ein, um so diefreie Energie des Systems zu erhalten. Selbstverst�andlich geht dabei die Inter-pretation als Minimum einer freien Energie verloren; ebenso gelten die Stabi-lit�atskriterien nicht mehr. Es mu� jedoch zum Gl�uck nicht zwischen stabilenund instabilen L�osungen unterschieden werden, da es ohnehin stets nur nocheine gibt, siehe Abbildung 1. Es wird also ein Phasen�ubergang zweiter Ord-nung vorhergesagt. Nat�urlich ist diese Vorgehensweise mathematisch etwasgewagt; sie liefert aber genau das Verhalten, das mit Renormierungsgruppen{Methoden ebenfalls berechnet worden ist.F�ur � < 0 ist g(y) bei y = 0 
ach, was bedeutet, da� y / r� rc, und diekritischen Exponenten sind identisch mit denen des urspr�unglichen LGW{Hamiltonians. F�ur � > 0 h�angt jedoch y mit r nahe dem kritischen Punktnichtlinear zusammen; in f�uhrender Ordnung gilt jyj / jr � rcj1=(1��), wo-von man sich anhand von Gl. A.59 leicht �uberzeugt. Diese Relation zwischendem \wahren" Abstand vom kritischen Punkt und dem \nackten" Abstand46



ist identisch mit derjenigen, von der in der Fisherschen \hidden variable"{Theorie [18] die Rede ist. Man mu� dann einfach alle Skalenrelationen vom\wahren" Abstand auf den \nackten" umrechnen. Damit ergeben sich direktdie Fisher{renormierten Exponenten �eff = �=(1 � �), �eff = �=(1 � �),
eff = 
=(1 � �), etc. Bei der spezi�schen W�arme mu� man etwas vorsich-tiger sein: Einsetzen von jyj / jr � rcj1=(1��) in Gl. A.57 liefert verschiedeneTerme in der freien Energie; der wichtigste ist der mit dem niedrigsten Ex-ponenten. Der kleinste Exponent ist aber 2, was nur einen regul�aren Beitragzur freien Energie liefert. Der zweitkleinste Exponent ist (2��)=(1��), unddieser bestimmt die Singularit�at der spezi�schen W�arme mit dem Exponen-ten �eff = 2 � (2� �)=(1� �) = ��=(1� �), wie auch in der FisherschenTheorie [18].A.8 Vergleich mit der LiteraturA.8.1 Theorie f�ur quadratische KopplungRice [19] argumentierte bereits 1954 anhand von thermodynamischen Re-lationen, da� ein nacktes Ising{System mit nach Unendlich divergierenderspezi�scher W�arme einen Phasen�ubergang erster Ordnung aufweisen sollte,wenn es auf ein kompressibles Gitter bei konstantem Druck gebracht wird.Es wurden hierzu plausible Annahmen �uber diverse thermodynamische Ab-leitungen gemacht, und dann gezeigt, da� die Kompressibilit�at des Systemsnegativ werden m�u�te. Domb [20] nahm dann an, da� der ganze E�ekt derelastischen Freiheitsgrade sich in einer einzigen Ising{Kopplungskonstantesubsumieren lasse, die vom Gesamt{Volumen des Systems (und sonst keinenParametern) abh�angt. Es wird dann hieraus in wenigen Zeilen die Kompres-sibilit�at berechnet, mit dem identischen Resultat. Mattis und Schultz [21]verallgemeinern dies geringf�ugig, indem sie einen einzigen globalen Volumen{Freiheitsgrad annehmen, mit der �ublichen elastischen Energie, und die Kopp-lung einfach als Produkt aus E0 (Notation der vorliegenden Arbeit) und demurspr�unglichen magnetischen Hamiltonian ansetzen, was nat�urlich noch dieLokalit�at verletzt. Hieraus wird dann �uber L�osung einer nichtlinearen Glei-chung ein Phasen�ubergang 1. Ordnung gefunden, falls � > 0.Diese Arbeiten hatten alle angenommen, da� eine unverf�alschte Ising{Singularit�at bei konstantem Volumen auftritt. 1968 stellt M. E. Fisher mitseiner \hidden variable"{Theorie [18] diese Annahme auf den Kopf, undnimmt stattdessen an, der \reine" Phasen�ubergang trete bei festgehaltener47



intensiver Variable auf, also hier bei konstantem Druck. Daraus folgt dann,bei Umrechnung auf das Ensemble bei konstantem Volumen, ebenfalls einPhasen�ubergang zweiter Ordnung, aber mit Fisher{renormierten Exponen-ten, falls � > 0. Es ist hierbei auch klar, da� Druck und Volumen hier lediglichf�ur ein Paar thermodynamisch konjugierter Gr�o�en stehen, die auch ande-re sein k�onnten, solange sie nur an den Ordnungsparameter ankoppeln, undnicht eingefroren sind.Es war damit klar, da� man dem theoretischen Dilemma, das sich ausdiesen vorgeschlagenen Alternativen ergab, nur zufriedenstellend entkom-men konnte, wenn man jenseits von Annahmen �uber das Verhalten in be-stimmten Ensembles zu wirklichem Verst�andnis zu gelangen versuchte unddie Kopplung zwischen den Freiheitsgraden auf der wirklich mikroskopischenEbene ernst nahm. 1969 erscheint die bahnbrechende, allerdings nicht sehrp�adagogisch geschriebene und wohl nur ungen�ugend rezipierte Arbeit vonLarkin und Pikin [22]. Die Rechnung ist im wesentlichen genau die in denvorigen Abschnitten vorgef�uhrte, allerdings \nur" f�ur den Fall quadratischerKopplung und konstanten Drucks. Zum ersten Mal wird hier (i) ein mikro-skopischer Hamiltonian mit Fluktuationen sowohl des Ordnungsparameterswie auch der elastischen Moden studiert, (ii) die Sonderrolle der makroskopi-schen (~k = 0) Mode erkannt, und (iii) die resultierende langreichweitige Vier{Spin{Wechselwirkung mittels Hubbard{Stratonovich{Transformation gel�ost,so da� der Phasen�ubergang erster Ordnung gefunden wird. Es wird auch derFall � = 0, also einer logarithmischen Singularit�at der spezi�schen W�armedes urspr�unglichen Ising{Systems, betrachtet, mit dem Ergebnis, da� auchhier ein �Ubergang erster Ordnung auftritt. Als Anzeichen der nur sehr schlep-penden Rezeption dieser Arbeit mag man die Tatsache ansehen, da� ihr In-halt (mit Erweiterungen auf 
�ussigkristalline Systeme) auf der STATPHYS1992 (!) von S. A. Pikin nochmals vorgestellt wurde [23].Parallel hierzu r�uckt nun auch im Westen die mikroskopische Kopplungzwischen Ordnungsparameter und mikroskopischen elastischen Fluktuatio-nen ins Zentrum des Interesses. Statt jedoch einen vereinfachten elastischenHamiltonian eines isotropen Mediums zu studieren, betrachten Wagner undSwift [24] den Festk�orper auf der atomaren Skala, schreiben eine harmoni-sche Wechselwirkung in den atomaren Auslenkungen hin, und transformie-ren auf Phononen, die als quadratische Freiheitsgrade ausintegriert werden.Die resultierende Vier{Spin{Wechselwirkung hat dann allerdings eine sehrun�ubersichtliche Form, der man die Singularit�at bei ~k = 0 nicht mehr oh-48



ne weiteres ansieht. Der eigentliche Phasen�ubergang wird von Wagner inRef. [25] studiert. Hier wird die Vier{Spin{Wechselwirkung in Kontinuums{Approximation als Integral �uber alle Phononen im ~k{Raum dargestellt, wasdamit gerade die entscheidende Singularit�at bei ~k = 0 wegwirft. Wagnerargumentiert dann anhand des Tr�opfchenmodells, da� der Phasen�ubergang\ausgeschmiert" sein sollte. Nach den �Uberlegungen der vorangehenden Ab-schnitte sollte aber der Hamiltonian nach Wegwerfen der ~k = 0{Singularit�atganz normales Ising{Verhalten zeigen, solange der Trivialmechanismus, derbei sehr starker Kopplung einen Phasen�ubergang erster Ordnung generiert,noch nicht greift. In der Tat ist es genau dies, was dann kurz darauf vonAharony [26] �uber �{Entwicklung gezeigt wird. Auch diese Publikation igno-riert die Singularit�at bei ~k = 0, obwohl Larkin und Pikin zitiert werden.Die Abweichung wird durch das andere thermodynamische Ensemble erkl�art(Aharony studiert konstantes Volumen, Larkin und Pikin konstanten Druck).O�ensichtlich war man zu jener Zeit der Au�assung, eine langreichweitigeKopplung trete nur bei konstantem Druck auf, w�ahrend die Tatsache �uber-sehen wurde, da� konstantes Volumen ebenfalls zu einer langreichweitigenKopplung f�uhrt, nur mit entgegengesetztem Vorzeichen und der Konsequenzvon Fisher{renormierten Exponenten.Unabh�angig von diesen Ans�atzen studieren Baker und Essam [16] erst-mals ein Modell, das sich exakt l�osen l�a�t. Dieses ist ein Ising{Modell aufeinem deformierbaren einfach-kubischen Gitter bei konstantem Volumen.Es werden lediglich harmonische Wechselwirkungen zum n�achsten Nachbarnangenommen. Damit ist die Anzahl der Bindungen gleich der Anzahl dertranslatorischen Freiheitsgrade, und dies erlaubt es, diese direkt auszuin-tegrieren. Andererseits f�uhrt aber gerade diese Eigenschaft dazu, da� derFestk�orper einen verschwindenden Schermodul besitzt. Nach den voranste-henden �Uberlegungen mu� das Modell eine Vier{Spin{Wechselwirkung mitnegativer Kopplung aufweisen (man beachte, da� Gl. A.31 auch noch imGrenzfall � = 0 eine negative Kopplung liefert), und somit nach AbschnittA.7.2 einen �Ubergang zweiter Ordnung mit Fisher{renormierten Exponen-ten aufweisen sollte. Genau dies wird auch von Baker und Essam [16] gefun-den. Die Kompressibilit�at wird hier nirgends negativ, was bedeutet, da� dasModell bei konstantem Druck keinen �Ubergang erster Ordnung zeigt. DieseAbwesenheit des �Ubergangs erster Ordnung ist somit ein Artefakt der ver-schwindenden Scherstei�gkeit des Fest�orpers. Baker und Essam waren sichdieser Unzul�anglichkeit wohl bewu�t, und unternahmen in einer zweiten Pu-49



blikation [27] den Versuch, Scherkr�afte in das Modell einzubauen. Es l�a�t sichdann nicht mehr geschlossen l�osen, jedoch wird im Rahmen der verwendetenN�aherung (\Upsilon approximation") in der Tat ein Phasen�ubergang ersterOrdnung gefunden. Die erste Version [16] sollte damit eigentlich nur noch vonhistorischem Interesse sein; nichtsdestoweniger feiert das Modell wegen sei-ner verf�uhrerischen Einfachheit auch in den neunziger Jahren noch fr�ohlicheUrst�and: Moreira und Figueiredo [28] betrachten ein halbunendliches Ising{System, in welchem translatorische Bewegungen lediglich senkrecht zur freienOber
�ache zugelassen werden. Damit lassen sich, ganz analog zu Ref. [16],die translatorischen Freiheitsgrade ausintegrieren. Das verbleibende Modellwird dann in Mean{Field{N�aherung gel�ost, mit Resultaten, die dem Verhal-ten des analogen starren Systems weitgehend entsprechen. Die interessantenE�ekte, die durch die langreichweitige elastische Wechselwirkung zustandekommen, werden auf diese Weise gerade weggeworfen.1974 wird der Larkin{Pikin{Hamiltonian [22] von Sak [29] wiederaufgegri�en. Auch hier wird anscheinend verkannt, da� die Hubbard{Stratonovich{Transformation in der urspr�unglichen Arbeit bereits dievollst�andige L�osung des Problems darstellt, und Sak folgt ihr nur bis zurAusintegration der elastischen Freiheitsgrade; die gesamte Rechnung erfolgtbei konstantem Druck. Hierauf wird der resultierende e�ektive Hamiltonian(nicht nur f�ur Ising{Systeme, sondern ein allgemeines n{Vektor{Modell) demFormalismus der Renormierungsgruppe und der �{Entwicklung unterworfen.Die Resultate sind identisch mit dem Ergebnis, das sich auch auf elementaremWege erzielen l�a�t, also im Ising{Fall ein Phasen�ubergang erster Ordnung.Dieser dr�uckt sich in der Renormierungsgruppe sehr indirekt aus, n�amlichin der Sak'schen Rechnung dadurch, da� der eigentlich stabile Fixpunkt vonder Renormierungs{Trajektorie �uberhaupt nicht erreicht werden kann. Die-se �Uberlegungen sind sp�ater von Bruno und Sak [30, 31] noch wesentlichausf�uhrlicher und p�adagogischer dargestellt worden. Im �ubrigen sei der Leserdavor gewarnt, da� Gl. 7 von Ref. [29] einen Druckfehler enth�alt; das ersteMinuszeichen mu� ein Malpunkt sein.Einen etwas allgemeineren Zugang w�ahlt, etwa zeitgleich, F. Wegner [32].Hier werden beliebige Deformationen des elastischen Festk�orpers zugelassen(d. h. hier wird die freie Ober
�ache des Systems wirklich ernst genommen),und die Moden werden an die Geometrie des Festk�orpers angepa�t. Die-ses Verfahren ist �ubernommen aus der Arbeit von Wagner und Horner [33],auf die sp�ater noch eingegangen werden soll. Es ist auch hier m�oglich, dieelastischen Freiheitsgrade auszuintegrieren (die Fluktuationen werden �uber50



die Kontinuums{Elastizit�atstheorie beschrieben). Die langreichweitige Wech-selwirkung wird identi�ziert, und der Phasen�ubergang erster Ordnung mitRenormierungsgruppen{Methoden gefunden (wieder ist der stabile Fixpunktnicht erreichbar). Das Ergebnis dieser Arbeit ist also, da� im kompressiblenIsing{Modell die Randbedingungen das Szenario nicht grunds�atzlich beein-
ussen.Eine weitere Arbeit, welche Larkin und Pikin [22] zitiert, aber nichtdie volle Tragweite erkennt, ist die von Oitmaa und Barber [34]. DieseAutoren starten von einer unendlichreichweitigen ferromagnetischen Vier{Spin{Wechselwirkung und erkennen unabh�angig, da� sich das Problem�uber eine Hubbard{Stratonovich{Transformation l�osen l�a�t (in der Arbeitvon Larkin und Pikin werden die Schlagw�orter \Hubbard{Stratonovich{Transformation" bzw. \Gau�'sche Transformation" leider nicht erw�ahnt). Eswerden damit identische Resultate erzielt, also der bekannte Phasen�ubergangerster Ordnung. Die Arbeit ist allerdings wesentlich p�adagogischer als die vonLarkin und Pikin.Im Jahre 1976 erscheint schlie�lich die lange und komplizierte Arbeit vonBergman und Halperin [35]. Hier werden zwar die elastischen Fluktuationenauch �uber die Kontinuums{Elastizit�atstheorie beschrieben, aber es wird einekubische Kristall{Anisotropie zugelassen, so da� der Festk�orper nicht mehrzwei, sondern drei elastische Konstanten besitzt. Als methodisches Novumwerden hier die elastischen Freiheitsgrade nicht ausintegriert; vielmehr wer-den sowohl das Ordnungsparameterfeld als auch das Verschiebungsfeld derRenormierungsgruppe unterworfen. Im isotropen Fall wird wiederum das glei-che Ergebnis erhalten, also f�ur � > 0 ein �Ubergang erster Ordnung bei kon-stantem Druck, bzw. ein �Ubergang zweiter Ordnung mit Fisher{renormiertenExponenten bei konstantem Volumen. Allerdings wird der Begri� des kon-stanten Volumens dahingehend verfeinert, da� f�ur � > 0 nur dann ein �Uber-gang zweiter Ordnung statt�ndet, wenn alle Atome an der Ober
�ache unbe-weglich sind, da andernfalls das System noch gen�ugend Freiheit besitzt, einemakroskopische Instabilit�at zu entwickeln. In der oben entwickelten Theoriedieses Anhangs war ohnehin implizit ein derart eingeschr�ankter Begri� ver-wendet worden. Bei Einschlu� von Kristall{Anisotropie erhalten die Autoreneine mikroskopische Instabilit�at, die wiederum interpretiert wird als Pha-sen�ubergang erster Ordnung in eine modulierte Struktur oder dergleichen,selbst im Falle konstanten Volumens. Eine analoge Rechnung (mit Verallge-meinerung auf ein n{Vektor{Modell) f�uhren praktisch zeitgleich de Moura,Lubensky, Imry und Aharony [36] durch; hier werden allerdings die elasti-51



schen Freiheitsgrade wieder ausintegriert. Das Ergebnis ist identisch: Als Ef-fekt der Anisotropie der Elastizit�at wird wiederum eine mikroskopische In-stabilit�at bei konstantem Volumen gefunden, die als Phasen�ubergang ersterOrdnung interpretiert wird. Leider wird hierbei nicht weiter auf die �altereArbeit von Aharony [26], und ihre Relation zu der neueren Rechnung, ein-gegangen. Nattermann [37] verallgemeinert dies noch weiter, indem er auchnoch eine intrinsische kubische Anisotropie des n{Vektor{Modells zul�a�t, oh-ne �uberraschend andere Ergebnisse zu �nden. Nach Ansicht des Verfassers istdie Situation insofern unbefriedigend, als (i) die erw�ahnte Instabilit�at (alsobei � > 0 Phasen�ubergang erster Ordnung, oder derlei, selbst bei konstan-tem Volumen, nur hervorgerufen durch elastische Anisotropie) ausschlie�lichals indirektes Resultat der st�orungstheoretischen Renormierungsgruppe ge-funden wurde, und (ii) ein zugeh�origes physikalisches Bild eigentlich nichtexistiert. Es w�are sicher interessant, den Versuch zu unternehmen, diesenDingen durch Simulationen genauer auf den Grund zu gehen. Allerdings sindhier gro�e technische Schwierigkeiten zu erwarten, da nach den Rechnungender Crossover in das Verhalten erster Ordnung nur sehr langsam sein sollte.In der Arbeit von Bergman und Halperin [35] stellt sich der �Ubergangerster Ordnung bei konstantem Druck so dar, da� bei konstantem Volumenin der N�ahe des �Ubergangs ein Bereich mit negativer Kompressibilit�at gefun-den wird; damit ergeben sich koexistierende Volumina �uber eine Maxwell{Konstruktion im p{V {Diagramm. Dieses Bild wird von Chakrabarti [38] an-gegri�en; er behauptet vielmehr, aus der St�orungsentwicklung der elastischenGreensfunktion lie�e sich, unabh�angig vom Ensemble, folgern, da� die ela-stischen Konstanten des gekoppelten Gesamtsystems identisch sind mit den-jenigen, von denen urspr�unglich ausgegangen wurde. Falls dies aber richtigw�are, so h�atte die p{V {Zustandsgleichung einen trivialen Verlauf, und esk�onnte bei konstantem Druck keinen Sprung im Volumen geben. Dies wie-derum kann aber kaum sein, wenn zugleich der Ordnungsparameter springt,der ja an das Volumen stark gekoppelt ist. Vermutlich ist das Argument alsomit einem subtilen Fehler behaftet (vielleicht nicht saubere begri�iche Tren-nung der Ensembles, oder dergleichen); es ist hier aber nicht m�oglich, dasProblem genauer zu analysieren.Dar�uberhinaus sind noch Artikel publiziert worden, die das bereits imwesentlichen verstandene Bild weiter verfeinern sollen. In mehreren Arbeitenwird mit Renormierungsgruppen{Methoden untersucht, wie das Wechselspielvon Kompressibilit�at und eingefrorener Unordnung (genauer Unordnung inden Bonds, die aber die ferromagnetische Ordnung nicht zerst�ort) aussieht.52



Im wesentlichen wird hier wieder die Methodik von Sak [29] in Kombina-tion mit dem Replika{Trick verwendet. Im einzelnen werden studiert derIsing{Fall mit einem isotropen Medium [39], der Ising{Fall mit einem belie-big anisotropen Medium [40], sowie der n{Vektor{Fall mit isotropemMedium[41]. In allen F�allen ergibt sich, da� die Kompressibilit�at keinen Ein
u� aufdas kritische Verhalten hat, d. h. es ergibt sich ein Phasen�ubergang zweiterOrdnung mit den Exponenten des starren \random bond"{Systems. Dies istnicht sonderlich �uberraschend, da letzteres ja (in allen F�allen) bereits � < 0aufweist. In der Arbeit von Shapir und Galam [41] wird noch darauf hingewie-sen, da� nat�urlich auch f�ur das ungeordnete System der Trivialmechanismusgreift, der bei hinreichend weichem Medium den �Ubergang stets zu einem er-ster Ordnung macht. Weiterhin ist eine Arbeit zu erw�ahnen, in der Marquesund Gehring [42] im wesentlichen die Methodik von Bergman und Halperin[35] verwenden, um das kompressible Ising{Modell zu studieren, wo das Spin-system an ein isotropes elastisches Medium gekoppelt wird, aber zus�atzlichzu dem gew�ohnlichen Kopplungsterm auch noch eine Ankopplung an opti-sche Phononen betrachtet wird. Es stellt sich heraus, da� dieser Term amkritischen Verhalten nichts �andert.Der quantisierte Fall ist von Chakrabarti und Gehring [43] betrachtet wor-den. Die Phononen sind quantisiert, und die Spins werden ebenfalls quanti-siert im Rahmen eines sogenannten transversalen Ising{Modells beschrieben,wo die z{Komponente eine gew�ohnliche Ising{Wechselwirkung aufweist, unddie x{Komponente an das transversale Feld ankoppelt. Die Spins mu� mansich vorstellen als mathematische Beschreibung von quantenmechanischenZwei{Niveau{Systemen, die auf den jeweiligen Gitterpl�atzen sitzen, w�ahrenddas transversale Feld die Kristallfeld{Aufspaltung repr�asentiert (zur Herlei-tung eines solchen Modells siehe etwa die Arbeit von Klenin und Hertz [44]).Im Falle eines Phasen�ubergangs bei endlichen Temperaturen �andert sich je-doch nichts am kritischen Verhalten.Zusammenfassend l�a�t sich also grob sagen, da� die \scienti�c communi-ty" in etwa den Zeitraum von Mitte der f�unfziger bis Mitte der siebziger Jah-re ben�otigt hat, um die Theorie des kompressiblen Ising{Modells im Detailzu entwickeln. Einige Feinheiten, insbesondere die mikroskopische Instabi-lit�at aufgrund von Anisotropie, sind nach Ansicht des Verfassers immer nochnicht vollst�andig verstanden.
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A.8.2 Theorie f�ur lineare KopplungNach Kenntnis des Verfassers ist der Fall linearer Kopplung in der Litera-tur weit weniger ausf�uhrlich (und auch weit weniger kontrovers) diskutiertworden. Alle in diesem Abschnitt erw�ahnten Arbeiten studieren den Fallkonstanten Drucks.Der fundamentale Unterschied zwischen quadratischer und linearer Kopp-lung war von der russischen Schule relativ fr�uh erkannt worden. So �ndetman bei genauer Lekt�ure des Lehrbuchs von Landau und Lifschitz [1] einenVerweis sowohl auf die Arbeit von Larkin und Pikin [22] (f�ur den Fall qua-dratischer Kopplung) als auch auf eine von Levanyuk und Sobyanin [45] (f�urden linearen Fall). Letztere Arbeit scheint �uberhaupt die �alteste zu dem Fra-genkomplex zu sein. Sie besch�aftigt sich mit dem Phasen�ubergang in Fer-rolektrika. Um sie etwas besser zu verstehen, sei hier ein kurzer Exkurs �uberferroelektrische Materialien [46{48] eingef�ugt.Ferroelektrische Substanzen k�onnen im wesentlichen in zwei Klassen ein-geteilt werden, je nachdem, ob die paraelektrische Phase piezoelektrisch istoder nicht. Ein typisches Material aus der ersten Klasse ist KH2PO4, oftauch mit KDP abgek�urzt, w�ahrend ein typischer Vertreter der zweiten Klas-se BaTiO3 ist. Es ist dies eine direkte Folge der Kristallsymmetrie [47, 48]:BaTiO3 weist in der paraelektrischen Phase die sog. Perowskit{Struktur auf,die ein Inversionszentrum besitzt. Bei einer Inversion wechselt die Polarisa-tion das Vorzeichen, der Verzerrungstensor aber nicht. Infolgedessen kannkeine Proportionalit�at zwischen beiden bestehen, was ja de�nitionsgem�a�Piezoelektrizit�at w�are. Umgekehrt weist das Kristallgitter von KH2PO4 inder paraelektrischen Phase eine derartige Symmetrie nicht auf, so da� Pie-zoelektrizit�at auftritt. Man macht sich sofort klar, da� sich dieser Unter-schied nat�urlich auch auf die Form der Kopplung auswirkt, die stets linearim Verzerrungstensor ist, aber unterschiedliches Verhalten bez�uglich der Po-larisation (dem ferroelektrischen Ordnungsparameter) aufweist: Im Falle vonexistierender Piezoelektrizit�at in der paraelektrischen Phase (also etwa f�urKH2PO4) ist die Kopplung auch linear in der Polarisation; andernfalls (alsoetwa f�ur BaTiO3) quadratisch [48]. In der Diktion Cowleys [17]: Im erstenFall ist die Verzerrung ein prim�arer Ordnungsparameter, im zweiten Fall einsekund�arer. Die im folgenden vorgestellten Arbeiten befassen sich ausschlie�-lich mit der ersteren (linear gekoppelten) Klasse.Levanyuk und Sobyanin [45] betrachten ein isotropes elastisches Konti-nuum und eine lineare Ankopplung eines Nebendiagonalelements des Ver-54



zerrungstensors an die (als Skalar behandelte) Polarisation. Die Kristall{Anisotropie tritt also nur im Kopplungsterm auf; insofern liefert das Modellnat�urlich keine konsistente Beschreibung der Kristallsymmetrie. Nichtsde-stoweniger wird es als vereinfachtes Modell f�ur ferroelektrische Substanzenaus der ersten Klasse angesehen. Mithilfe des Levanyuk{Kriteriums, das imwesentlichen eine unanschauliche Version des Ginzburg{Kriteriums ist, wirdgezeigt, da� der Phasen�ubergang Mean{Field{artig sein sollte. Villain [49]kommt, in etwa zeitgleich, f�ur ein sehr �ahnliches Modell und mit sehr �ahnli-chen Methoden, zu der gleichen Schlu�folgerung.1974 erscheint eine sehr umfangreiche Studie von Wagner und Hornerzu Wassersto� in Metallen [33]. Die (Wassersto�{)Dichte wird in eine Rei-he entwickelt, die analog zu einer Fourier{Reihe ist, aber der Gestalt desK�orpers und den Randbedingungen angepa�t. Insbesondere werden expliziteRechnungen f�ur Kugeln durchgef�uhrt. Die elastischen Freiheitsgrade werdenausintegriert, und es ergibt sich klar der zus�atzliche Wechselwirkungstermmit unendlicher Reichweite (analog zum \equivalent neighbor model"), wieer ja auch im vorliegenden Anhang hergeleitet worden ist. Wagner und Horner�au�ern dann die Vermutung, da� der 
�ussig{Gas{�Ubergang des Wassersto�sin der Matrix mit hoher Wahrscheinlichkeit Mean{Field{artig ist. Mit derArgumentation, wie sie in Abschnitt A.6 vorgestellt wurde, l�a�t sich dieseVermutung in der Tat beweisen. Interessant ist das System auch deshalb,weil es konzeptionell bei weitem am n�achsten an demjenigen der eingereich-ten Arbeit Nr. 4 ist: Beim Phasen�ubergang �andert sich das Gesamtvolumenisotrop, w�ahrend die Ferroelektrika typischerweise anisotrope Verzerrungenaufweisen.1976 ver�o�entlicht Cowley [17] eine nicht sonderlich lange, aber sehr ge-haltvolle und umfassende Arbeit zum kritischen Verhalten von strukturellenPhasen�uberg�angen. Er beschr�ankt sich hierbei auf diejenigen F�alle, in de-nen die makroskopische Verzerrung als prim�arer Ordnungsparameter ange-sehen werden kann, also wo die Verzerrung bereits vollst�andig ausreicht, diePhasen zu charakterisieren. Mit anderen Worten: Falls konventionellerweiseder �Ubergang durch einen anderen Ordnungsparameter beschrieben wird, somu� die Verzerrung an diesen linear gekoppelt sein. Dies ist genau der Fall,von dem in diesem Abschnitt die Rede sein soll. Cowley gelangt hier zu ei-nem besonders eleganten Zugang, indem er die Landau{Entwicklung direktin den elastischen Verzerrungen aufschreibt, und andere Ordnungsparame-ter ignoriert. Das hat den Vorteil einer kompakten Theorie mit nur einemTyp von Variablen, wobei vor allem von der Natur des zugrundeliegenden55



Mechanismus soweit als m�oglich abstrahiert wird: Die konstitutive Tatsa-che, da� langwellige Phononen andere elastische Konstanten haben k�onnenals die makroskopischen Verzerrungen, ist voll ber�ucksichtigt, aber es ist f�urdie Theorie v�ollig unwichtig, ob der strukturelle �Ubergang etwa mit einerferroelektrischen Polarisation verbunden ist oder nicht, ob eine Jahn{Teller{Instabilit�at der Elektronen den �Ubergang antreibt oder nicht, oder ob der�Ubergang etwa ausgel�ost wird durch Aufnahme von Wassersto� in die Ma-trix bzw. durch Umwandlung von Ge{ in Si{Atome, etc.. Der wesentlicheGehalt dieser Philosophie war bereits in Abschnitt A.6 erl�autert worden. DieTheorie ist also sehr breit anwendbar.Zu gro�en Teilen besteht Cowleys Arbeit aus einer systematischenSymmetrie{Analyse. F�ur jede einzelne Kristallklasse in drei Dimensionenwird zun�achst festgestellt, welche Verzerrungen eine identische elastischeKonstante haben. Unter \elastischer Konstante" ist hier ein Eigenwert zuverstehen, der sich aus der Diagonalisierung der quadratischen Form derelastischen freien Energie ergibt. Ein struktureller Phasen�ubergang zweiterOrdnung ist dann charakterisiert durch das Verschwinden von genau einemsolchen Eigenwert. Zum Beispiel sind f�ur ein isotropes Medium die beidenEigenwerte gerade der Kompressions{ und Schermodul. Der Kompressions-modul verschwindet an einem �Ubergang, der mit einer homogenen Volu-men�anderung verbunden ist, siehe auch die Diskussion in Abschnitt A.6. DerSchermodul w�urde verschwinden beim Schmelzen. Als n�achstes werden dielangwelligen akustischen Phononen betrachtet, die nat�urlich ebenfalls mit derElastizit�atstheorie beschrieben werden. Systematisch werden alle Phononengesucht, deren Vorfaktor im elastischen Hamiltonian aus Symmetriegr�undenidentisch mit dem instabil werdenden Eigenwert ist. Solche Phononen mu� esnicht unbedingt geben. Tats�achlich wurde ja f�ur ein isotropes Medium in Ab-schnitt A.2 gezeigt, da� sowohl die transversalen als auch die longitudinalenModen einen gr�o�eren Vorfaktor haben als die makroskopische Volumen�ande-rung. Falls es also �uberhaupt keine derartigen Phononen gibt, spricht Cowleyvon einem Typ{0{�Ubergang. Daneben gibt es noch die Typen I, II und III,je nachdem, ob der Raum der gefundenen Phononen im ~k{Raum ein{, zwei{oder dreidimensional ist.Hierauf wird die Landau{Entwicklung zun�achst ohne Ber�ucksichtigungder Phononen betrachtet, und �uberpr�uft, ob eine Invariante dritter Ordnungauftritt. Falls ja, hat man es in der Regel mit einem Phasen�ubergang ersterOrdnung zu tun. Allerdings l�a�t sich ja im Falle eines eindimensionalen Ord-nungsparameters diese Invariante durch Aufsuchen eines geeigneten Punktes56



in einem zweidimensionalen Phasendiagramm loswerden, so da� ein kritischerPunkt m�oglich bleibt, siehe auch die Diskussion in Abschnitt A.3.F�ur die so verbleibenden F�alle eines m�oglichen Phasen�ubergangs zwei-ter Ordnung wird das kritische Verhalten untersucht. Im Falle von Typ 0erh�alt Cowley ohne weitere Rechnung Mean{Field{Verhalten, aufgrund fol-gender einfacher Argumentation: Das Fehlen der gesuchten Phononen be-deutet, da� die Fluktuationen im Verzerrungstensor nur bei ~k = 0 weichwerden. Auf allen endlichen L�angenskalen (unterhalb der Abmessungen desK�orpers) bleiben sie mit einer endlichen elastischen Konstante behaftet, undbehalten somit ihren Gau�'schen Charakter. Es fehlen folglich die kritischenFluktuationen, die allein f�ur eine Abweichung vom Mean{Field{Verhaltenverantwortlich sein k�onnten. F�ur die verbleibenden F�alle f�uhrt Cowley eineRenormierungsgruppen{Rechnung durch. Die F�alle, die er exakt analysierenkann, f�uhren wiederum auf Mean{Field{Verhalten, w�ahrend er f�ur einen letz-ten Fall einen �Ubergang erster Ordnung vermutet; N�aheres siehe Ref. [17].Es bleibt jedenfalls festzuhalten, da� die �Uberg�ange, die mit einer globalen�Anderung des Volumens assoziiert sind, stets vom Typ 0 sind. Damit solltendie Eigenschaften des kritischen Punkts stets Mean{Field{artig sein. Aniso-tropien in der Elastizit�at spielen hier also ganz klar keine Rolle. Der �Ubergangder Arbeit Nr. 4 erweist sich also, genau wie der 
�ussig{Gas{�Ubergang vonWassersto� in einer metallischen Matrix, einfach als ein Typ{0{�Ubergang.Es bleibt noch, einige weitere Arbeiten der Vollst�andigheit halber zuerw�ahnen. Courtens, Gammon und Alexander [50] studieren sowohl expe-rimentell als auch theoretisch den ferroelektrischen �Ubergang in KH2PO4.Im Klassi�kationsschema von Cowley [17] f�allt dieser �Ubergang in die Typ{I{Klasse, ohne Invariante dritter Ordnung, und sollte demnach einen (tem-peraturgetriebenen) Mean{Field{artigen �Ubergang zweiter Ordnung zeigen.In Wahrheit zeigt die Substanz jedoch einen �Ubergang, der von schwacherster Ordnung ist [50]; allerdings ist das Verhalten �uber einen weiten Tem-peraturbereich gut mit der Mean{Field{Theorie beschreibbar. Der Grund f�urden �Ubergang erster Ordnung liegt nat�urlich in weiteren Kopplungen h�oher-er Ordnung, die von der einfachsten Theorie nicht ber�ucksichtigt sind. DieAutoren setzen die Substanz nun in ein �au�eres elektrisches Feld. Im Pha-sendiagramm Temperatur{Feld pr�asentiert sich der �Ubergangspunkt ersterOrdnung nat�urlich als ein Tripelpunkt, von dem zwei Linien erster Ordnungabzweigen. Das kritische Verhalten der Endpunkte erweist sich als Mean{Field{artig, wie sowohl im Experiment beobachtet, als auch von der Theorie[17] vorhergesagt: F�ur nichtverschwindendes elektrisches Feld haben die para-57



elektrische und die ferroelektrische Phase identische Kristallsymmetrie, wasbedeutet, da� am �Ubergang sich lediglich die Abmessungen des Kristalls (inden verschiedenen Richtungen) �andern. Nach Cowley [17] hat ein derartiger�Ubergang aber Typ 0.Die Oxforder Schule hat besonders intensiv die Substanz DyVO4 experi-mentell und theoretisch untersucht. Hier �ndet ein struktureller Phasen�uber-gang aufgrund einer Jahn{Teller{Instabilit�at statt: Bei symmetrischer An-ordnung der Atome ist der elektronische Grundzustand entartet. Bei Sym-metriebrechung durch Verschiebung von Atomen erf�ahrt dieser Zustand eineKristallfeldaufspaltung, die zun�achst gegen�uber etwaigen elastischen Ener-gien gewinnt. Bei tiefen Temperaturen mu� somit der weniger symmetri-sche Zustand eingenommen werden. Auch f�ur diese Substanz sagt Cowley[17] einen Mean{Field{artigen �Ubergang zweiter Ordnung voraus, da es sichebenfalls um einen Typ{I{�Ubergang mit Abwesenheit einer Invariante drit-ter Ordnung handelt. Die Arbeiten aus Oxford gehen aber nicht den Weg,die Verzerrungen direkt als Ordnungsparameter aufzufassen, sondern deneher konventionellen, ein (linear) gekoppeltes System aus Phononen undElektronen zu betrachten, wobei beide Typen von Freiheitsgraden quanti-siert werden. Die Elektronen werden wieder im Rahmen des transversalenIsing{Modells [44] beschrieben. In einer �alteren Arbeit von Elliott, Youngund Smith [51] wird im Rahmen einer Mean{Field{Theorie das Weichwer-den der relevanten akustischen Phononen beschrieben. 1980 wird dann dieFrage nach dem kritischen Verhalten nochmals von Gehring und Marquesanalysiert [52, 53], obwohl die Antwort (Mean Field) durch die Arbeit vonCowley [17] bereits klar war. Allerdings wird in der neueren Arbeit auchdas Crossover{Verhalten (von Ising nach Mean Field) im Detail beleuchtet.Die Vorgehensweise ist Renormierungsgruppe angewandt auf einen e�ektivenSpin{Hamiltonian, der sich nach Elimination der elastischen Freiheitsgradeergibt.Schlie�lich ist noch die Arbeit von Golubovic und Lubensky [54] von 1989zu erw�ahnen. Diese Autoren befassen sich mit amorphen Festk�orpern, alsoder einzigen Substanzklasse, f�ur die die vereinfachte Theorie eines isotro-pen elastischen Mediums wirklich zutri�t. Konkret ist die Arbeit inspiriertvon Experimenten an Polymernetzwerken, die einen Quellungs�ubergang er-ster Ordnung aufweisen (analog zum Sprung im Volumen im System derArbeit Nr. 4, bzw. zum Gas{
�ussig{�Ubergang von Wassersto� in Metallen[33]). Golubovic und Lubensky studieren nun den kritischen Punkt, also denEndpunkt der Linie erster Ordnung, an dem der Kompressionsmodul ver-58



schwindet. Nach dem bisher Gesagten ist es v�ollig klar, da� dieser kritischePunkt Mean{Field{Eigenschaften besitzen mu�; es handelt sich wieder umeinen Typ{0{�Ubergang [17]. O�ensichtlich waren sich die Autoren der Exi-stenz oder der Relevanz von Refs. [33] und [17] nicht bewu�t. Jedenfallsgelangen sie, auf �ahnlichem Wege wie in Abschnitt A.6 skizziert, zur gleichenSchlu�folgerung. Dar�uberhinaus studieren sie noch den Ein
u� von zuf�alli-gen inneren Spannungen, sowie Scherinstabilit�aten, die f�ur 
�ussigkristallineNetzwerke relevant sein k�onnten; hierauf soll aber an dieser Stelle nicht n�ahereingegangen werden.A.8.3 SimulationenNach Kenntnis des Verfassers gibt es nur recht wenige Computersimulationenzu Ising{Systemen, die an elastische Freiheitsgrade angekoppelt werden, undf�ur die dann das Phasendiagramm und das kritische Verhalten systematischanalysiert werden. Die erste Arbeit ist die von Chakrabarti, Bhattachary-ya, und Sinha [55]. Hier wird einfach das zwei{ und dreidimensionale Ising{Modell auf dem einfach{kubischen Gitter simuliert, wobei es neben der fer-romagnetischen n�achste{Nachbar{Wechselwirkung J2 auch noch eine ferro-magnetische Vier{Spin{Wechselwirkung J4 mit unendlicher Reichweite gibt.Das Modell nimmt also das Ergebnis des Ausintegrierens der elastischen Frei-heitsgrade nach Abschnitt A.7 von vornherein als g�ultig an. In der Tat wirdein Phasen�ubergang erster Ordnung gefunden. Allerdings wird das Verh�alt-nis der Kopplungskonstanten nicht systematisch variiert. Da die gefundenen�Uberg�ange sogar ziemlich stark erster Ordnung sind, steht zu vermuten, da�diese Simulationen lediglich den Bereich erfassen, in dem der triviale Mecha-nismus greift und sogar gem�a� der Mean{Field{Theorie der �Ubergang vonerster Ordnung ist. Es w�are bei dieser Studie nat�urlich interessant gewesen,auch den Versuch zu unternehmen, den Larkin{Pikin{Mechanismus (sieheAbschnitt A.7.1) zu beobachten. Hierzu wird in der Arbeit jedoch nichtsgesagt. Stattdessen schlie�en die Autoren aus zwei Datenpunkten \clear evi-dences of discontinuous transition for any �nite value of J4", und verbrei-ten sich dann in einer dem Vefasser nicht ganz zug�anglichen Weise �uber denUnterschied zwischen \makroskopischer" und \mikroskopischer" Instabilit�at,wobei wieder auf die Arbeit von 1979 [38] Bezug genommen wird.Einen �ahnlichen methodischen Zugang w�ahlt eine neuere Arbeit von Lod-ziana, Schranz und Fuith [56]. Hier geht es jedoch weniger um die Kl�arungfundamentaler Fragen, sondern um die quantitative Erkl�arung experimentel-59



ler Ergebnisse an den Systemen RbSCN und KSCN, die einen strukturel-len Ordnungs{Unordnungs{�Ubergang aufweisen: Die SCN{Molek�ule richtensich aus, und gleichzeitig �andert sich die Gittersymmetrie. Die Kopplung istquadratisch im Ordnungsparameter. Die Autoren integrieren die elastischenFluktuationen aus, beschr�anken sich hierbei aber auf die ~k = 0{Komponente.Damit erhalten sie wieder einen Pseudospin{Hamiltonian mit einer langreich-weitigen Vier{Spin{Wechselwirkung. Aufgrund undurchschtiger bzw. fehler-hafter Notation ist jedoch nicht ersichtlich, ob diese wirklich als solche aufdem Computer implementiert wurde; der Text scheint eher darauf hinzudeu-ten, da� die Vier{Spin{Wechselwirkung als kurzreichweitige Wechselwirkungimplementiert worden ist, die streng lokal auf die einzelnen Gitterpl�atze be-schr�ankt ist. Dennoch erhalten die Autoren einen �Ubergang erster Ordnung,was demnach wieder auf den Trivialmechanismus zur�uckzuf�uhren sein mu�.Die einschl�agige Literatur zum kompressiblen Ising{Modell wird im �ubrigennicht zitiert.Noch pathologischer ist eine k�urzlich erschienene Arbeit von Strogano-va et al. [57]. Die Autoren gehen f�ur eine bin�are Legierung, deren elastischePaarpotentiale zwar von den Teilchensorten abh�angen, aber strikt harmo-nisch in den Auslenkungen sind, von der korrekten Beobachtung aus, da� beigegebener Kon�guration der Besetzung die dynamische Matrix exakt nume-risch diagonalisiert werden kann, so da� damit die elastischen Freiheitsgradeausintegriert werden. Der Fehler besteht aber darin, da� der so gewonneneWert nicht als e�ektiver Hamiltonian f�ur diese Spin{Kon�guration angesehenwird, der dann auch Eingang in das Metropolis{Kriterium f�ur die Spin{Flips�nden m�u�te. Stattdessen werden die Besetzungsfreiheitsgrade einfach miteinem gew�ohnlichen Ising{Modell simuliert, und die so gewonnenen Kon�gu-rationen als \sample" ben�utzt, �uber deren dynamische Matrizen dann gemit-telt wird. Mit anderen Worten wird also der korrekte \annealed" Mittelwertf�alschlicherweise durch einen \quenched average" ersetzt, womit gerade dieinteressanten Korrelationen zwischen Besetzungs{ und elastischen Freiheits-graden weggeworfen werden. Kritisches Verhalten wird nicht analysiert, undkeine der einschl�agigen theoretischen Arbeiten ist zitiert.Im Gegensatz hierzu stehen die Arbeiten, die die elastischen Freiheits-grade explizit simulieren. Hier ist zun�achst der eingereichte Artikel Nr. 4 zunennen. Wie bereits gesagt, handelt es sich um ein Modell, das ~k = 0 Fluktua-tionen des Ordnungsparameters zul�a�t, und bei konstantem Druck studiertwird. Die Kopplung ist wegen der unterschiedlichen Atom{Volumina linearim Ordnungsparameter. Tats�achlich wird im Rahmen der machbaren numeri-60



schen Genauigkeit der Mean{Field{Charakter des kritischen Punktes nachge-wiesen. Dieses Ergebnis ist konsistent mit der hier entwickelten Theorie, undder Literatur, insbesondere der Arbeit von Cowley [17]. Allerdings wurde da-mals der theoretische Hintergrund noch nicht vollst�andig verstanden, so da�wir uns mit etwas vagen Hinweisen auf den langreichweitigen Charakter dere�ektiven Wechselwirkung begn�ugten. Die Nachfolgearbeit (eingereichte Ar-beit Nr. 5), die das gleiche Modell f�ur ein modi�ziertes Potential studiert, dasein physikalisch sinnvolleres Verhalten in der thermischen Expansion zeigt,liefert v�ollig analog ebenfalls Mean{Field{Verhalten.Die eingereichte Arbeit Nr. 6 studiert zwar ein sehr �ahnlich konstruier-tes Modell, f�uhrt aber auf g�anzlich anderes Verhalten. Zun�achst hat derOrdnungsparameter antiferromagnetische Natur. Damit ist die Kopplungvon vornherein quadratisch im Ordnungsparameter. Weiterhin sind aber diePseudospins an ein starres Substrat gebunden, das �uberhaupt keine elasti-schen Fluktuationen aufweist. Damit m�ussen alle auftretenden elastischenKonstanten als unendlich angenommen werden. Im Rahmen der oben ent-wickelten Theorie bedeutet das �uberhaupt keine Kopplung an die elasti-schen Freiheitsgrade, und damit trivial ungest�ortes zweidimensionales Ising{Verhalten, wie es denn auch �uber \�nite size scaling" nachgewiesen wird.Diese �Uberlegung erkl�art auch qualitativ, wieso das Phasendiagramm nursehr schwach von den Translations{Freiheitsgraden beein
u�t ist, wie manam Vergleich mit dem einfachen Ising{Modell ohne diese Freiheitsgrade (sieheArbeit 6) sieht. V�ollig wirkungslos sind sie nat�urlich nicht | es gibt Kopp-lungen jenseits der gemachten N�aherungen, im wesentlichen anharmonischeTerme und kurzwellige Phononen, die nicht mehr mit der Elastizit�atstheoriebeschrieben werden k�onnen. Sie sind auch im Phasendiagramm anhand derschwachen Asymmetrie sichtbar.Es w�are somit interessant, ein Modell mit quadratischer Kopplung aucheinmal ohne unterliegendes Substrat zu studieren. Bei konstantem Drucksollte man dann einen Phasen�ubergang erster Ordnung beobachten, w�ahrendbei konstantem Volumen ein Phasen�ubergang zweiter Ordnung mit Fisher{renormierten Exponenten zu erwarten w�are | bzw. ebenfalls ein �Ubergangerster Ordnung, falls man die Vorhersage der mikroskopischen Instabilit�ataufgrund von Gitter{Anisotropie [35{37] glaubt, oder falls die Kopplungstark genug ist, um den Trivialmechanismus zu induzieren. Ein zweidimen-sionales Modell ist allerdings insofern nicht ideal zu einem Test geeignet,als hier das urspr�ungliche System � = 0 hat, und insofern kein Unterschiedzwischen Ising{Verhalten und Fisher{renormierten Exponenten besteht.61



Ein dreidimensionales Modell (� > 0) ist hierzu deutlich besser geeig-net. In der Tat ist genau ein derartiges Modell vor kurzem simuliert worden[58]. Es handelt sich im wesentlichen um das kompressible Ising{Modell. DieGitterpl�atze sind lokal um ihre Gleichgewichtslage verschiebbar, und unter-liegen Lennard{Jones{Potentialen. Die Ising{Wechselwirkung hat die gleicheLennard{Jones{Abh�angigkeit. Die Autoren f�uhren dann einen Parameter Qein, der das Verh�altnis von ersterer zu zweiterer Wechselwirkung angibt. Einstarres Ising-Modell erh�alt man also f�ur Q =1. �Uber das Ensemble wird imText nichts explizit gesagt, doch ist ziemlich klar, da� es sich um eine Simu-lation bei konstantem Volumen handelt. Nach der oben entwickelten Theoriesollte man somit f�ur gro�e, aber endliche Q einen �Ubergang zweiter Ordnungmit Fisher{renormierten Exponenten beobachten, w�ahrend f�ur hinreichendkleines Q der Trivialmechanismus einen �Ubergang erster Ordnung induzie-ren sollte. Nach Refs. [35{37] sollte hingegen das Regime zweiter Ordnungnur auf den Wert Q = 0 beschr�ankt sein, w�ahrend f�ur jedes endliche Q einAnisotropie{induzierter �Ubergang erster Ordnung auftreten sollte, der aberauf jeden Fall nur �au�erst schwierig zu sehen sein sollte. Unabh�angig vondiesen Details ist aber klar, da� das asymptotische Verhalten nur f�ur hin-reichend gro�e Systeme auftritt, die immer gr�o�er werden m�ussen, wenn Qw�achst. Bei kleinen Systemen bzw. gro�en Q hat man hingegen einen Cross-over hin zum dreidimensionalen Ising{Verhalten. Die korrekte Datenanalysew�are somit im Rahmen eines geeigneten \Crossover scaling" zu tun. Statt-dessen interpretieren die Autoren, o�ensichtlich in Unkenntnis der Literatur�uber das kompressible Ising{Modell, die numerisch gemessenen Exponenten(die mit relativ aufwendigen Simulationen erhalten werden) als asymptotisch,und stellen fest, da� sie von Q abh�angen. F�ur gro�e Q werden in der Tat Ex-ponenten gefunden, die vertr�aglich mit dreidimensionalem Ising{Verhalten(� = 0:12, � = 0:63) sind. F�ur kleinere Q sehen die Autoren Abweichungen;f�ur den kleinsten Wert erhalten sie � = �0:024 und � = 0:675. Asymptotischsollte sich � = �0:14 und � = 0:72 einstellen, was somit die Schwierigkei-ten illustriert, in diesen Bereich zu gelangen. Die Autoren interpretieren diesdann als XY{Verhalten, was o�ensichtlich bl�uhender Unsinn ist, da ja derOrdnungsparameter keinerlei Rotationssymmetrie in einer Ebene aufweist.Zwei ausf�uhrliche und interessante Arbeiten sind von Vandeworp undNewman [8, 59] publiziert worden. Hier werden ebenfalls die translatorischenFreiheitsgrade explizit simuliert, allerdings wird der Hamiltonian des elasti-schen Gittergases nur in einer vereinfachten Version betrachtet (siehe die Ar-beiten [8, 59]). Insbesondere wird bis zur quadratischen Ordnung in den ato-62



maren Verschiebungen entwickelt, und es tritt keine Abstandsabh�angigkeitder Ising{Kopplungskonstante auf, wie sie ja in der Regel aus Gl. A.24 folgensollte. F�ur diesen Hamiltonian werden dann Aussagen getro�en f�ur den ver-einfachten Grenzfall, da� lediglich eine globale Dilatation des ansonsten v�olligstarren Gitters zugelassen wird, so da� alle Bindungswinkel konstant blei-ben, und die elastischen Freiheitsgrade sich auf einen einzigen reduzieren. ImWesentlichen �nden die Autoren f�ur diesen Grenzfall bereits die richtige Ant-wort. Weiterhin werden dann Simulationsresultate f�ur ein zweidimensionalesModell pr�asentiert. In der ersten Arbeit [59] geht es um bin�are Legierungenmit unterschiedlichen Atomvolumina, die eine �Uberstruktur bilden. Hier wirdbei konstantem Volumen simuliert. Nach der entwickelten Theorie sollte manwegen der quadratischen Kopplung Fisher{renormierte Exponenten beobach-ten, bzw., da in zwei Dimensionen wegen � = 0 keine Fisher{Renormierungauftritt, ungest�ortes Ising{Verhalten. In der Tat ist es genau dies, was dieAutoren �nden. Anzeichen auf den Anisotropie{induzierten �Ubergang ersterOrdnung [35{37] �nden sich in diesen Daten, genau wie in denjenigen desdreidimensionalen Modells [58], nicht, was jedoch diese Theorie nicht de�ni-tiv widerlegt.Noch interessanter ist die zweite Arbeit [8], in der darauf hingewiesenwird, da� es nichttriviale Probleme bei der �Aquivalenz von Ensembles gibt.Insbesondere wird zu Recht Kritik ge�ubt an der etwas naiven Weise, in derEntmischungsphasendiagramme aus Simulationen im gro�kanonischen En-semble (also nicht{konstante Zusammensetzung) einfach ins kanonische En-semble �ubernommen werden, wie dies auch in den eingereichten ArbeitenNr. 4 und 5 geschehen war. Es wird hierbei in beiden F�allen von konstantemDruck ausgegangen, und erl�autert, da� die beiden Ensembles echt verschie-dene Phasendiagramme haben sollten. Ein Blick auf Gl. A.30 gen�ugt, umdie Richtigkeit dieser Behauptung zu demonstrieren: Im kanonischen Ensem-ble spielt der Term �J�20 keine Rolle, und man erh�alt ungest�ortes Ising{Verhalten. Im gro�kanonischen Ensemble f�uhrt er hingegen zu Mean{Field{Verhalten, und zwar bei einer h�oheren kritischen Temperatur. Man hat esmit unterschiedlichen e�ektiven Hamiltonians und mithin mit echt verschie-denen physikalischen Situationen zu tun. Die Autoren [8] gelangen mit ihremstarren Limes, und Simulationsresultaten, zu der gleichen Schlu�folgerung.Sehr erhellend ist die von den Autoren gelieferte anschauliche Begr�undungdieses Unterschieds: Das gro�kanonische Ensemble, so wie es in der Regel be-nutzt wird, entspricht der Situation, wo der Festk�orper in Kontakt mit einem
�ussigen Teilchenbad steht. In diesem Fall ist n�amlich nur der Druck von63



au�en vorgegeben, w�ahrend alle sonstigen Spannungen relaxieren k�onnen.Ein gro�kanonisches Ensemble, das �aquivalent zum kanonischen sein sollte,m�u�te hingegen ein Teilchenbad realisieren, das selbst die gleichen elastischenFestk�orpereigenschaften hat wie das System. In den Worten der Autoren [8]m�u�te ein solches Bad folgenderma�en aussehen: \The bath does not app-ly constant pressure. Instead, the bath applies both coherency stresses andshears that vary along its boundary with the subsystem. Because of thiscomplicated boundary condition, it is not easy to devise a grand{canonicalensemble that is equivalent to the canonical ensemble in the thermodyna-mic limit." Dies hat wiederum sehr viel zu tun mit der Tatsache, da� dielangwelligen Phononen eine h�artere elastische Konstante aufweisen als diemakroskopischen Verzerrungen.Zum Schlu� seien noch einige Simulationen erw�ahnt, die mit dem Fra-genkreis dieses Anhangs eher am Rande zu tun haben. Nielsen et al. [60],motiviert durch Phasen�uberg�ange in zweidimensionalen Lipidschichten, stu-dieren das Ising{Modell (in verschiedenen Varianten) auf einem zuf�alligenDreiecksgitter in der Ebene, das seine Struktur nicht nur durch Bewegungender Knoten �andern kann, sondern auch durch \link 
ips", die die Diagona-le innerhalb eines Vierecks umsetzen. Die Simulation wird bei konstantemDruck durchgef�uhrt. Interessant ist hierbei, da�, im Gegensatz zu den bisherbetrachteten Modellen, die M�oglichkeit des Schmelzens bewu�t mit zugelas-sen wird, um dessen Wechselspiel mit dem Ising{�Ubergang zu studieren. Esergeben sich nichttriviale Phasendiagramme. In der Doniach{Version, wo ei-ner der beiden Spinzust�ande noch einen inneren Freiheitsgrad besitzt, sindalle �Uberg�ange erster Ordnung. Ansonsten (in der einfachen Ising{Version)wird ein Schmelz�ubergang erster Ordnung gefunden (im Rahmen der dort er-reichten Genauigkeit | die Autoren behaupten nicht, diese stark umstritteneFrage mit ihrer Simulation einer L�osung n�aherbringen zu k�onnen), w�ahrendder Ising{�Ubergang als einer von zweiter Ordnung mit ungest�orten Ising{Exponenten bestimmt wird. Dieses Ergebnis ist auch in der 
�ussigen Phasezu erwarten. In der festen Phase w�urde man eventuell einen �Ubergang er-ster Ordnung, gem�a� dem kompressiblen Ising{Modell, erwarten. Allerdingsist zum einen nicht klar, inwieweit die gew�ohnliche Elastizit�atstheorie �uber-haupt auf einen solchen zweidimensionalen \Festk�orper" (unter Umst�andenin einer hexatischen Phase) anwendbar ist, und zum anderen kann der schwa-che �Ubergang erster Ordnung nach dem Larkin{Pikin{Mechanismus [22] mitSicherheit nicht mit nur 400 Teilchen [60] beobachtet werden.Die Arbeiten von P. Fratzl et al. [61{63] studieren die spinodale Entmi-64



schung eines elastischen Gittergases, wie in Gl. A.24 de�niert. O�ensichtlichist hier das kanonische Ensemble zugrunde zu legen. Nach Abschnitt A.6 isthier das kritische Verhalten rein Ising{artig; es wird auch in den Arbeitennicht betrachtet. Die elastischen Freiheitsgrade werden bis zur harmonischenN�aherung entwickelt und dann exakt ausintegriert. Dies ist m�oglich durch dieWahl eines speziellen Modells mit zus�atzlichen vereinfachenden Symmetrienim Vergleich zum allgemeinen Modell, Gl. A.24: Innerhalb einer Nachbar-schale ist vAA(r) = v(0)AA + k2 (r � 2RA � l)2vBB(r) = v(0)BB + k2 (r � 2RB � l)2 (A.60)vAB(r) = v(0)AB + k2 (r � RA � RB � l)2 :Das anschauliche Bild ist das von Federn, die Kugeln vom Radius RA bzw.RB verbinden. Die entscheidende Vereinfachung liegt darin, da� allen Federndie gleiche Kraftkonstante k und die gleiche Ruhel�ange l zugewiesen wird.Damit ergibt sichJ(r) = 14vAA(r)+14vBB(r)�12vAB(r) = 14v(0)AA+14v(0)BB�12v(0)AB+k4 (RA � RB)2 ;(A.61)also eine Ising{Kopplungskonstante, die nicht von der Auslenkung abh�angt.Weiterhin kann man sich eine harmonische Entwicklung bez�uglich der Ab-weichungen der Teilchenkoordinaten von den idealen Gitterpl�atzen in Gl.A.24 eingesetzt denken. Wie wir bereits gesehen haben, gibt es keinen Kopp-lungsterm, der quadratisch in den Spins und linear oder quadratisch in denAuslenkungen ist. Ebenso gibt es aber auch keinen Term, der linear in denSpins und quadratisch in den Auslenkungen ist; diese Terme heben sich wegen@2vAA@r2 = @2vBB@r2 (A.62)in Gl. A.24 gerade weg. Die einzigen verbleibenden nichttrivialen Kopplungs-terme sind dann linear sowohl in den Spins als auch den Auslenkungen. Danun die verbleibende dynamische Matrix nicht mehr von den Spins abh�angt,kann die Ausintegration der elastischen Freiheitsgrade nach Standardmetho-den (Berechnung der Phononen, Gau�{Integrale) erfolgen. Nach den Regeln65



der Gau�{Integration liefert das dann im e�ektiven Hamiltonian einen Kopp-lungsterm, der quadratisch in den Spins, also im Prinzip Ising{artig (aller-dings mit einer l�angerreichweitigen Wechselwirkung) ist. Eine gewisse Ver-komplizierung tritt noch auf durch eine zus�atzlich eingef�uhrte Biegestei�g-keit der Federn; dies �andert aber nichts an der prinzipiellen Argumentation.Der so gewonnene e�ektive Hamiltonian wird dann mit Standard{Kawasaki{Dynamik simuliert. Die zugrundeliegende Annahme ist nat�urlich die, da� aufder Zeitskala der Di�usion der Atome die Phononen bereits v�ollig ausrelaxiertsind; dies sollte aber in der Regel unproblematisch sein. Gegen�uber gew�ohn-licher spinodaler Entmischung ergeben sich interessante Streifenmuster; manbeachte, da� der e�ektive Hamiltonian antiferromagnetische Anteile bekom-men kann.
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